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Prihvaćen: 26. srpnja 2022.

Greenova funkcija za

Sturm-Liouvilleov operator
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Sažetak

U ovom radu pomoću Sturm-Liouvilleova problema i odredenih uvjeta
dolazimo do Greenove funkcije koja je bitna u primjenjenoj matematici
i fizici. Ime je dobila po britanskom matematičaru i fizičaru Georgeu
Greenu (1793. – 1841.). Koristi se u mehanici, teoriji elektromagnetizma
(Laplaceova jednadžba), kvantnoj fizici i mnogim drugim područjima.

Ključni pojmovi: Greenova funkcija, Sturm-Liouvilleov operator, Sturm-Liou-

villeov problem

1. Konstrukcija Greenove funkcije

Neka je L linearni diferencijalni operator. Promotrimo diferencijalnu jed-
nadžbu oblika

Lu = f(x), a ≤ x ≤ b, (1)

pri čemu nepoznata funkcija u zadovoljava zadane rubne uvjete

a1u(a) + a2u
′(a) = 0,

b1u(b) + b2u
′(b) = 0,

gdje je a21 + a22 > 0 i b21 + b22 > 0. Istaknimo da ovdje L predstavlja
diferencijalni operator zajedno s rubnim uvjetima, za funkciju u.
Ako λ = 0 nije vlastita vrijednost operatora L [2, 6], onda jednadžba (1)
ima jedinstveno rješenje koje možemo zapisati na sljedeći način

u = L−1f.
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Kako je L diferencijalni operator, očekujemo da je L−1 integralni opera-
tor oblika

L−1f(x) =

b∫
a

G (x, y) f(y) dy.

Ako takav inverzni diferencijalni operator postoji, onda funkciju G (x, y)
nazivamo Greenova funkcija za operator L. Odredivanje Greenove funk-
cije je općenito netrivijalan problem. Medutim, za regularne Sturm-
Liouvilleove operatore Greenova funkcija dana je sljedećim teoremom.

Teorem 1. Neka λ = 0 nije vlastita vrijednost Sturm-Liouvilleovog pro-
blema

Lu =
d

dx

(
p(x)

du

dx

)
+ q(x)u = f(x), a ≤ x ≤ b, (2)

a1u(a) + a2u
′(a) = 0, (3)

b1u(b) + b2u
′(b) = 0, (4)

gdje je a21 + a22 > 0 i b21 + b22 > 0, a funkcije p, p′, q su neprekidne na
[a, b] i p(x) > 0 ∀x ∈ [a, b]. Tada za svaku neprekidnu funkciju f na [a, b]
problem (2)–(4) ima jedinstveno rješenje

u(x) =

b∫
a

G (x, y) f(y) dy

pri čemu je G (x, y) Greenova funkcija definirana na sljedeći način

G (x, y) =


u2(x)u1(y)
p(y)W (y) , a ≤ y ≤ x

u1(x)u2(y)
p(y)W (y) , x < y ≤ b

(5)

gdje su u1 i u2 linearno nezavisna rješenja homogenog problema

Lu = 0

s rubnim uvjetima

a1u1(a) + a2u
′
1(a) = 0,

b1u2(b) + b2u
′
2(b) = 0,

a W (y;u1, u2) =

∣∣∣∣u1(y) u2(y)
u′1(y) u′2(y)

∣∣∣∣ = u1(y)u′2(y)− u′1(y)u2(y) je Wronski-

jan funkcija u1 i u2 [2, 6, 3].
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Dokaz. Neka su u1 i u2 linearno nezavisna rješenja homogenog problema

Lu = 0

koji zadovoljavajaju rubne uvjete

a1u1(a) + a2u
′
1(a) = 0,

b1u2(b) + b2u
′
2(b) = 0.

Opće rješenje nehomogenog problema je dano sa

u = c1u1 + c2u2 + up

gdje su c1, c2 ∈ R te je up partikularno rješenje. Partikularno rješenje
možemo odrediti metodom varijacije konstanti

up = v1u1 + v2u2

pri čemu v1 i v2 zadovoljavaju uvjet

v′1u1 + v′2u2 = 0.

Sada imamo

u′p = v1u
′
1 + v2u

′
2, (6)

u′′p = v1u
′′
1 + v2u

′′
2 + v′1u

′
1 + v′2u

′
2. (7)

Supstitucijom rezultata (6) i (7) u jednadžbu (2) dobivamo

p′v1u
′
1 + p′v2u

′
2 + pv1u

′′
1 + pv2u

′′
2 + pv′1u

′
1 + pv′2u

′
2 + qv1u1 + qv2u2 = f.

Grupiranjem imamo

v1(pu′′1 + p′u′1 + qu1) + v2(pu′′2 + p′u′2 + qu2) + p(v′1u
′
1 + v′2u

′
2) = f.

Prva dva člana u gornjoj jednadžbi ǐsčezavaju jer su u1 i u2 rješenja
homogenog problema, što implicira

v′1u
′
1 + v′2u

′
2 =

f

p
.

Dakle, funkcije v1 i v2 zadovoljavaju sustav jednadžbi

v′1u1 + v′2u2 = 0, (8)

v′1u
′
1 + v′2u

′
2 =

f

p
. (9)
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Takoder, kako su u1 i u2 linearno nezavisna rješenja onda jeW (x;u1, u2) 6=
0 [1] pa sustav (8)–(9) ima jedinstveno rješenje [4]

v′1(x) = − u2(x)f(x)

p(x)W (x;u1, u2)
, (10)

v′2(x) =
u1(x)f(x)

p(x)W (x;u1, u2)
. (11)

Prema Abelovom teoremu, p(x)W (x;u1, u2) je konstanta [2] . Označimo

p(x)W (x;u1, u2) =
1

c
.

Integracijom jednadžbe (10) od x do b dobivamo

v1(b)− v1(x) = −c
b∫
x

u2(y)f(y) dy.

Slično, integracijom jednadžbe (11) od a do x dobivamo

v2(x)− v2(a) = c

x∫
a

u1(y)f(y) dy.

Funkcije v1 i v2 možemo odabrati tako da vrijedi v1(b) = v2(a) = 0 jer
sustav (8)–(9) odreduje samo derivacije funkcija v1 i v2. Dakle, partiku-
larno rješenje je dano sa

up = v1u1 + v2u2

= c

b∫
x

u2(y)f(y) dy u1(x) + c

x∫
a

u1(y)f(y) dy u2(x)

=

x∫
a

u2(x)u1(y)f(y)

p(y)W (y;u1, u2)
dy +

b∫
x

u1(x)u2(y)f(y)

p(y)W (y;u1, u2)
dy.

Definirajmo funkciju

G (x, y) =


u2(x)u1(y)

p(y)W (y;u1,u2)
, a ≤ y ≤ x

u1(x)u2(y)
p(y)W (y;u1,u2)

, x < y ≤ b
.

Tada slijedi

up(x) =

b∫
a

G (x, y) f(y) dy.
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2. Svojstva Greenove funkcije

Navedimo neka osnovna svojstva Greenove funkcije. Neka je L Sturm-
Liouvilleov operator (2) i neka je G(x, y) Greenova funkcija (5). Tada
vrijedi [3, 5, 7, 8]:

1. G(x, y) je neprekidna ∀x ∈ [a, b] i vrijedi

G(y+, y) = G(y−, y).

2. G(x, y) je simetrična, tj. G(x, y) = G(y, x).

3. a1G(a, y) + a2Gx(a, y) = 0, b1G(b, y) + b2Gx(b, y) = 0.

4. G(x, y) nije diferencijabilna u točkama x = y i

Gx(y+, y)−Gx(y−, y) =
1

p(y)
.

5. LG(x, y) = 0, ∀x 6= y.

Prvo svojstvo proizlazi iz činjenice da je funkcija G(x, y) konstruirana
pomoću rješenja homogene jednadžbe koja su neprekidna na intervalima
a ≤ y ≤ x, x < y ≤ b te je W (y;u1, u2) 6= 0.
Kako je L hermitski operator, G je simetrična funkcija pa je iz toga
vidljivo drugo svojstvo.
Rubni uvjeti za funkciju

u(x) =

b∫
a

G (x, y) f(y) dy

su sadržani u Greenovoj funkciji G (x, y). Rubni uvjet u točki x = a daje

a1u(a) + a2u
′(a) = a1

b∫
a

G(a, y)f(y) dy + a2

b∫
a

Gx(a, y)f(y) dy

=

b∫
a

(
a1G(a, y) + a2Gx(a, y)

)
f(y) dy.

U točki x = a Greenova funkcija dana je sa

G (a, y) =
u1(a)u2(y)

p(y)W (y;u1, u2)
.
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Tada je

a1G(a, y) + a2Gx(a, y) =
(
a1u1(a) + a2u

′
1(a)

) u2(y)

p(y)W (y;u1, u2)
= 0

jer je
a1u1(a) + a2u

′
1(a) = 0.

Dakle, a1u(a) + a2u
′(a) = 0.

Slično se pokazuje da vrijedi b1u(b) + b2u
′(b) = 0 pa je time pokazano

treće svojstvo.
Četvrto svojstvo je posebno važno u zadacima gdje treba riješiti pro-
bleme konstruiranjem Greenove funkcije pa pokažimo kako je to vidljivo.
Desna derivacija u točki x = y jednaka je

Gx(y+, y) = lim
h→0+

1

h
[G(y + h, y)−G(y, y)]

= lim
h→0+

1

h

[
u1(y)u2(y + h)

p(y)W (y;u1, u2)
− u1(y)u2(y)

p(y)W (y;u1, u2)

]
=

u1(y)

p(y)W (y;u1, u2)
lim
h→0+

u2(y + h)− u2(y)

h

=
u1(y)u′2(y)

p(y)W (y;u1, u2)
.

Slično se pokazuje

Gx(y−, y) =
u′1(y)u2(y)

p(y)W (y;u1, u2)
.

Sada je

Gx(y+, y)−Gx(y−, y) =
u1(y)u′2(y)− u′1(y)u2(y)

p(y)W (y;u1, u2)

=
W (y;u1, u2)

p(y)W (y;u1, u2)
=

1

p(y)
.

3. Primjeri Greenove funkcije

Primjer 1. Promotrimo problem

−u′′ = x, u(0) = 0, u(1) = 0. (12)

Općenito, diferencijalna jednadžba

−cu′′ = f(x)
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modelira deformaciju štapa u čvrstoće c pod utjecajem vanjske sile f(x)
pri čemu je štap pričvršćen na krajevima x = 0, x = 1.
Za zadanu vrijednost y, Greenova funkcijaG(x, y) zadovoljava pridruženu
jednadžbu

G′′ = 0

za 0 ≤ x < y, y < x ≤ 1, gdje su rubni uvjeti

G(0, y) = 0, G(1, y) = 0.

Na svakom dijelu domene imamo običnu diferencijalnu jednadžbu drugog
reda. Njeno rješenje je

G(x, y) =

{
Ax+B, 0 ≤ x < y

Cx+D, y < x ≤ 1.

Iz rubnih uvjeta G(0, y) = 0, G(1, y) = 0 redom dobivamo B = 0 i
C +D = 0, tj. D = −C pa sada imamo

G(x, y) =

{
Ax, 0 ≤ x < y

C(x− 1), y < x ≤ 1.

Za preostale konstante nam trebaju druga dva uvjeta na Greenovu funk-
ciju pa ćemo iskoristiti njena svojstva. Iz neprekidnosti Greenove funkcije
te svojstva da Greenova funkcija nije diferencijabilna u točki x = y:

G(y−, y) = G(y+, y),

dG

dx
(x, y)

∣∣∣∣x=y+

x=y−
= G′(y+, y)−G′(y−, y) =

1

p(y)

redom imamo

Ay = C(y − 1), (13)

C −A = −1. (14)

Rješavajući sustav (13)–(14) slijedi A = 1− y i C = −y.
Sada za G(x, y) vrijedi

G(x, y) =

{
G1(x, y) = (1− y)x, 0 ≤ x < y

G2(x, y) = (1− x)y, y < x ≤ 1.
(15)

Uočimo da za ovako zadanu funkciju vrijedi G′′ = 0 na intervalima 0 ≤
x < y, y < x ≤ 1 te da zadovoljava rubne uvjete G1(0, y) = 0, G2(1, y) =
0. Štovǐse,

G′2(x, y)−G′1(x, y) = −y − (1− y) = −1.

101



MARIJA ČATIPOVIĆ

Slika 1. Funkcija Ψ(x) = G(x, y) (15) [9].

Stoga, po prethodnom teoremu, imajući na umu da je y varijabla u
G(x, y), rješenje problema (12) je

u(x) =

x∫
0

G(x, y)f(y) dy +

1∫
x

G(x, y)f(y) dy

=

x∫
0

(1− x)y2 dy +

1∫
x

x(1− y)y dy

= (1− x)
y3

3

∣∣∣∣x
0

+ x
y2

2

∣∣∣∣1
x

− xy
3

3

∣∣∣∣1
x

= (1− x)
x3

3
+
x

2
− x3

2
− x

3
+
x4

3

=
x

6
− x3

6
=
x

6
(1− x2).

Primjer 2. Konstruirajte Greenovu funkciju za dani Sturm-Liouvilleov
problem

u′′ + ω2u = f(x)

s uvjetima

u(a) = u(b) = 0.

Ovaj problem opisuje prisilno titranje elastične opruge s krajevima x = a
i x = b. Uočimo da su sin (ωx) i cos (ωx) dvije funkcije koje zadovoljavaju
homogenu jednadžbu

u′′ + ω2u = 0.

Pomoću tih funkcija ćemo konstruirati dvije funkcije u1 i u2 koje zado-
voljavaju rubne uvjete u1(a) = u2(b) = 0. Prema tome, vrijedi

u1(x) = A sin (ωx) +B cos (ωx),

u2(x) = C sin (ωx) +D cos (ωx).
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Iz uvjeta dobivamo A = cos (ωa), B = − sin (ωa), C = cos (ωb) i D =
− sin (ωb). Konačne funkcije su

u1(x) = sin (ωx) cos (ωa)− sin (ωa) cos (ωx) = sin (ω(x− a)),

u2(x) = sin (ωx) cos (ωb)− sin (ωb) cos (ωx) = sin (ω(x− b)).

Odgovarajući Wronskijan je dobiven na sljedeći način

W (y;u1, u2) = u1(y)u′2(y)− u′1(y)u2(y)

= ω sin (ω(y − a)) cos (ω(y − b))− ω cos (ω(y − a)) sin (ω(y − b))
= −ω

(
cos (ω(y − a)) sin (ω(y − b))− sin (ω(y − a)) cos (ω(y − b))

)
= −ω sin (ω(y − b− (y − a)))

= −ω sin (ω(a− b)).

Sada dobivene rezultate uvrstimo u (5) pa proizlazi

G (x, y) =


sin (ω(y−a)) sin (ω(x−b))

−ω sin (ω(a−b)) , a ≤ y < x

sin (ω(x−a)) sin (ω(y−b))
−ω sin (ω(a−b)) , x < y ≤ b

gdje je sin (ω(a− b)) 6= 0.

Greenova funkcija se koristi i u elektromagnetizmu (Primjer 3) za
diferencijalnu jednadžbu (1) pri čemu je L operator, f(x) izvor ili po-
buda, a u je polje ili odziv. Češći slučaj u elektromagnetskim proble-
mima (zračenje točkastog izvora, raspršenje elektromagnetskog vala,. . . )
je Lu− k2u = f(x) jer preko Fourierove transformacije valna jednadžba
prelazi u Helmholtzovu gdje je k valni broj [8].

Primjer 3. Konstruirajte Greenovu funkciju za dani Sturm-Liouvilleov
problem

u′′ + u = −1

s uvjetima

u(0) = u
(π

2

)
= 0.

Rješenje homogenog problema Lu = du′

dx + u = 0 koje zadovoljava uvjet
u(0) = 0 dano je sa

u1(x) = sinx,

a rješenje Lu = 0 koje zadovoljava uvjet u(π2 ) = 0 dano je sa

u2(x) = cosx.
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Odgovarajući Wronskijan je dobiven na sljedeći način

W (y;u1, u2) = u1(y)u′2(y)− u′1(y)u2(y)

= sin y(− sin y)− cos y cos y

= −(sin2 y + cos2 y) = −1.

Kako je u ovom slučaju p = 1, (5) postaje

G (x, y) =

{
− cosx sin y, 0 ≤ y < x

− sinx cos y, x < y ≤ π
2 .

(16)

Konačno, rješenje zadanog problema je dano sa

Slika 2. Funkcija G(x, y) (16).

u(x) =

x∫
0

G(x, y)f(y) dy +

π
2∫
x

G(x, y)f(y) dy

=

x∫
0

cosx sin y dy +

π
2∫
x

sinx cos y dy

= cosx
(
− cos y

∣∣∣x
0

)
+ sinx

(
sin y

∣∣∣π2
x

)
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= cosx(− cosx+ cos 0) + sinx(sin
π

2
− sinx)

= −1 + sinx+ cosx.
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