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Sazetak

Ovaj se ¢lanak bavi tehnikama za prebrojavanje razapinjué¢ih sta-
bala grafa. Predstavljen je Kirchoffov matri¢ni teorem o stablima koji
povezuje broj razapinjucih stabala grafa i determinantu matrice ¢ije vri-
jednosti ovise o grafu. Primjenom teorema izracunat je broj razapinjuéih
stabala od potpunog grafa K,, potpunog bipartitnog grafa K, i grafa
kotaca W,.

Kljuéni pojmovi: graf, razapinjuée stablo, matriéni teorem o stablima

1. Osnovni pojmovi

Jednostavni graf G sastoji se od nepraznog kona¢nog skupa V (G),
Cije elemente zovemo vrhovi i kona¢nog skupa E(G) dvoclanih podsku-
pova skupa V(G) koje zovemo bridovi. U ovom ¢emo ¢lanku jednostavne
grafove krace nazivati grafovima.

Graf s n > 1 vrhova, moze imati izmedu 0 i % bridova. Ako
su vrhovi v i w spojeni bridom e, kazemo da su vrhovi v i w susjedni.
Istovremeno, kazemo da je vrh v incidentan s bridom e. Stupanj vrha v
grafa GG je broj bridova od G koji su incidentni s v, oznacava se s deg(v).
Vrh stupnja 1 naziva se list.

Za bolje razumijevanje ovog ¢lanka primjereno je da ¢itatelj ima pred-
znanje iz linearne algebre i kombinatorike, te da poznaje pojmove bi-
nomnog koeficijenta, binomni teorem, matrice, determinante, Laplace-
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ove matrice, singularne matrice, kofaktore, cirkularne matrice te metode
rjeSsavanja rekurzija.

Neka je G graf s n vrhova i m bridova. Ozna¢imo vrhove grafa G s
{vi,v2,...,v,} 1 bridove s {e1,eq,...,e,} . Matrica susjedstva Ag =
[a;;] grafa G je kvadratna matrica reda n ¢iji je element a;; jednak broju
bridova koji spajaju vrh v; s vrhom v;. Matrica incidencije Bg = [b;;]
grafa G je matrica reda n x m ¢iji je element b;; jednak 1 ako je vrh v;
incidentan s bridom ej, a 0 inace.

Slika 1. Potpuni bipartitni graf K> 4.

Matrica susjedstva i matrica incidencije grafa K 4 su sljedece:

0 01111 11110000

0 01 111 00001111

A |1 1.0 0 0 O B _ (10001000
Kz 1100 0 0} Kz 0100 0100
110 0 0 O 001000010

1 1.0 0 0 0 0001 0O0O01

Zanimljivo je primjetiti da je zbroj svih elemenata u pojedinom retku ili
stupcu matrice susjedstva A¢g jednak stupnju pripadajuéeg vrha. U ovom
clanku s D¢g oznacavat ¢emo dijagonalnu matricu koja na i-tom mjestu
na dijagonali ima stupanj deg(v;). Laplaceova matrica ili Kirchoffova
matrica grafa G je matrica Lg = Dg — Ag.

400000 4 0 -1 -1 -1 -1
040000 0 4 -1 -1 -1 -1
D 002000 , _|-1 -1 2 0 0 0
K24 00 0 2 0 0| "Kea -1 -1 0 2 0 0
000020 -1 -1 0 0 2 0
000O0TO0 2 -1 -1 0 0 0 2

Laplaceova matrica je simetri¢na matrica; suma svakog retka i stupca
jednaka je 0, stoga je Lg singularna matrica.
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Put u grafu G je konacan niz razli¢itih bridova oblika vgvy, vive, .. .,
Vk—1Vg pri cemu su svaka dva uzastopna brida susjedna i svi vrhovi vy,
v1,..., U Su razliciti. Duljina puta jednaka je broju bridova u putu.
Ukoliko je vy = vy, zatvoreni put nazivamo ciklus. Kazemo da je graf
povezan ukoliko izmedu svaka dva vrha postoji put.

Podgraf grafa G je graf ¢iji vrhovi pripadaju skupu V(G), a bridovi
skupu E(G).

Slika 2. Jedan podgraf od K2 4.

Podgrafove mozemo konstruirati iz grafa G brisanjem vrhova ili bri-
dova. Ako je e neki brid od G, onda s G — e oznatavamo graf G bez
brida e. Podgraf G — v konstruira se brisanjem vrha v i svih bridova
incidentnih s v. S G/e oznacavamo graf dobiven kontrakcijom brida e,
odnosno sljepljivanjem vrhova incidentnih s tim bridom.

o< X

G G-e Gle

Razapinjuéi podgraf zadanog grafa G = (V, E) je svaki podgraf
G' = (V, E’) grafa G s istim skupom vrhova kao i G. Uo¢imo da razapi-
njuéi podgraf zadanog grafa nije jedinstven.

SO

Slika 3. Primjer grafa i njegova dva razapinjué¢a podgrafa.
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U ovom se ¢lanku najvise bavimo grafovima stablima. Stablo je po-
vezan graf bez ciklusa.

Slika 4. Primjeri grafova stabala.

Lema 1. Stablo s n > 2 vrhova ima barem dva lista.

Dokaz. Konstruiramo put vgvi, v1v9, .. ., Vx—1v; maksmimalne duljine u
stablu T'. Tvrdimo da su vg i vg listovi. U suprotnom, ukoliko jedan od
navedenih vrhova nije list, tada se put moze produljiti s jednim bridom
koji nije dio konstruiranog puta, sto je u kontradikciji s maksimalnom
duljinom puta. Time je tvrdnja dokazana. O

Teorem 2. Stablo s n vrhova ima n — 1 bridova. Povezani graf s n
vrhova i n — 1 bridova je stablo.

Dokaz. Dokaz da stablo s n vrhova ima n — 1 bridova provodimo ma-
tematickom indukcijom po broju vrhova n. Ako je n = 1, tvrdnja je
trivijalno istinita jer nul graf N; s jednim vrhom nema bridova. Pret-
postavimo da je tvrdnja istinita za stabla s n vrhova. Neka je T stablo
s n+ 1 vrhova. Prema lemi[I] 7' ima list, oznac¢imo ga s v, a jedinstveni
brid s kojim je incidentan s e. Obrisemo li vrh v i brid e iz T, dobit
¢emo novo stablo T”. T' ima n vrhova, te prema pretpostavci ima n — 1
bridova. Stoga T ima n — 1 + 1 = n bridova, i tvrdnja slijedi.

Pokazimo sada da je svaki povezan graf s n vrhova i n — 1 bridova
stablo. Pretpostavimo suprotno, neka je G graf s navedenim svojstvima
koji nije stablo. Tada G sadrzi ciklus. Neka je e brid u ciklusu. Tada je
graf G — e i dalje povezan. Uzastopnim uklanjanjem bridova iz ciklusa
od G dobit ¢emo povezan graf G’ bez ciklusa. G’ je stablos n —1 —k
bridova, k > 1, §to je u kontradikciji s prvim dijelom teorema. O

2. Prebrojavanje razapinjucih stabala grafa

Prebrojavanje svih razapinju¢ih podgrafova zadanog grafa G s n vr-
hova i m bridova nije tezak problem. Uo¢imo da razapinjué¢ih podgrafova
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s t bridova, 0 <t < m, ima (T), stoga je, prema binomnoj formuli, uku-
pan broj razapinjuc¢ih podgrafova od G jednak:

() ()= () -5 ()

Odredimo sada sve razapinjuce podgrafove ciklusa Cj.

Slika 5. Graf ciklus Cjy.

Graf Cy ima 2% = 16 razapinjuéih podgrafova i svi su prikazani na

sljedecoj slici.
r—o m *————@ [ ] [ ]
o ——o
I—{ 5—[ *————o o [ ] [ ] [ ] [ ]
*—0 [ N ] [ ]

Slika 6. Razapinjuéi podgrafovi od Cj.

Postavimo li dodatni zahtjev da je razapinjuéi podgraf ujedno i sta-
blo, nalazimo se pred osjetno tezim problemom prebrojavanja kombina-
tornih objekata. Naime, svako razapinjuce stablo grafa s n vrhova ima
n—1 bridova, no ne mora svaki razapinjuéi podgraf s n—1 bridova nuzno
biti povezan. U ostatku ¢lanka bavit ¢emo se odredivanjem T'(G) broja
razapinjuc¢ih stabala grafa G.

Za graf ciklus Cy s ¢etiri vrha, jednostavno je prebrojati sva razapi-
njuca stabla: dobit ¢emo ih brisanjem po jednog od ¢cetiri brida od Cy,
pa je T(Cy) = 4.

*————o0 *———o¢

Slika 7. Razapinjuca stabla od Cj.
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Ovu je ideju jednostavno poopéiti i primijeniti na cijelu familiju cik-
lusa: graf ciklus C), s n bridova ima T(C,,) = n razapinjuéih stabala.

A Co

Slika 8. Ciklusi 03, C4, C5 i CG.

No, nije za svaki graf pa tako ni za familiju grafova jednostavno
izracunati broj razapinjuc¢ih stabala. Kota¢ W, je graf koji se dobije
iz ciklusa C,, dodavanjem jos jednog vrha povezanog sa svim vrhovima

ciklusa.

Slika 9. Kotaci Ws, Wy, Ws i W.

Prebrojimo razapinjuéa stabla kotaca Wjs. Za pocetak uoc¢imo da
sredisnji vrh v grafa W5 ima stupanj deg(v) = 3. Primjetimo da sva
razapinjuca stabla T" od W3 mozemo podijeliti u tri skupine, ovisno o
tome koliki je stupanj vrha v u razapinjuéem stablu 7 deg(v) = 1,2, 3.
Na sljedecoj slici prikazana su tri takva grafa, predstavnika svake sku-

o

deg(v) =3 deg(v) = 2 deg(v) =1

Slika 10. Primjeri razapinjuéih stabala od Ws.

Odredimo koliko razapinjuéih stabala broji pojedina skupina. U prvoj
je samo jedno stablo, ¢iji su svi bridovi incidentni sa sredi§njim vrhom v.
U drugom slu¢aju, dva brida incidentna sa sredi$njim mozemo odabrati
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na (3) = 3 nacina, a zatim treéi brid iz ciklusa mozemo odabrati na 2
nacina. Dakle, druga skupina broji 3 -2 = 6 stabala. U trecem slucaju
imamo 9 stabala: (i’) = 3 odabira za brid incidentan sa sredisnjim vrhom

i (g) = 3 odabira za dva brida iz ciklusa. To nas dovodi do ukupnog
rezultata:
T(W3)=1+3-2+3-3=16.

Radi potpunosti, evo i svih razapinjuc¢ih stabala od Wj.

AANLAANLS
VA NLVANR VAVAVAN

Slika 11. Razapinjuca stabla grafa kotaca Ws.

Isti postupak moze se primijeniti za izracun T'(Wy). Sada je sredisnji
vrh v u Wy stupnja deg(v) = 4. U razapinju¢em stablu T vrh v moze biti
stupnja deg(v) = 1,2,3,4. Za deg(v) = 3,4, jednostavnije je prebrojati
stabla, nego za deg(v) = 1,2. Naime, u potonjim slué¢ajevima moramo
odvojeno razmotriti stabla koja imaju dva lista i tri lista, §to kompli-
cira prebrojavanje. Na kraju, broj razapinjuc¢ih stabala od Wy jednak je

TWy)=1+4-2+4 (16 +4) + (8 + 8) = 45.

XA ]

deg(v) =4 deg(v) =3 deg(v) =2 deg(v) =2 deg(v)=1 deg(v)=1

Slika 12. Primjeri razapinjuéih stabala od Wj.

S pove¢anjem broja vrhova od W, postaje izazovnije primijeniti ovu
jednostavnu kombinatornu tehniku za rac¢unanje T'(W,,) (vidi [I1]). Sada
¢emo zastati s rjeSavanjem ovog problema, a kasnije ¢emo pomocu ma-
tricnog teorema o stablima pokazati da je

(3+V5)" LB VB)"
2 2

T(Wn> =
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Potpuni graf K,, je graf s n vrhova u kojem su svaka dva vrha su-
sjedna. Graf K, ima (g) = % bridova. Poznato je da potpuni graf
K, ima T(K,) = n{"~2) razapinjuéih stabala (vidi [3]), no za dokaz ovog
rezultata potrebno je koristiti naprednije kombinatorne tehnike. Mi ¢éemo
u ovom ¢lanku za dokaz ove tvrdnje koristiti matriéni teorem o stablima
koji ¢emo iskazati i dokazati u nastavku.

Slika 13. Potpuni graf Ks

Za kraj poglavlja, evo jednog rezultata o rekurzivnoj prirodi broja
T(G), koji éemo koristiti i u sljedeéem poglavlju.

Lema 3. [ Neka je e brid grafa G. Za T(G) broj razapinjucih stabala
grafa G vrijedi
T(G)=T(G—e)+T(G/e)

Dokaz. Razapinjuca stabla od G se dijele na ona koja ne sadrze brid e i
ona koja sadrze brid e. Oznac¢imo broj pojedinih stabala s x i y; tada je
T(G) = z+y. Uocimo da je svako razapinjuée stablo od G koje ne sadrzi
e, ujedno i razapinjuce stablo od G — e pa je x = T(G — e). Nadalje,
svako razapinjuée stablo od G/e mozemo dobiti iz razapinjuceg stabla
od G koje sadrzi brid e postupkom konkatenacije brida e u tom stablu.
Obrnutim postupkom, svako razapinjuée stablo od G/e daje jedno ra-
zapinjuce stablo od G koje sadrzi brid e pa je y = T(G/e). Tvrdnja
slijedi. U

Primijenimo li ovu lemu na grafove cikluse C,,, dobit ¢emo rekurzivnu
relaciju za T'(C,,). Naime, za svaki brid e od C,,, podgraf C,, —e je stablo
pa je T(C,, — e) = 1. Istovremeno C, /e = C,,_1 pa je

TC,) =TCp,-1)+1=n—-141=n.

Ce 06—6 06/6205
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3. Matricni teorem o stablima

U ovom poglavlja iskazat ¢emo i dokazati Kirchoffov matri¢ni teorem
o stablima (vidi [7]) koji povezuje broj razapinjuéih stabala grafa i de-
terminantu matrice ¢ije vrijednosti ovise o grafu.

Neka je G graf s n vrhova. Laplaceova matrica Lg = Dg — Ag je
simetri¢na matrica reda n. Primjetimo da je suma svakog retka i stupca
od Lg jednaka 0. Zbog toga je determinanta od Lg jednaka 0 i Lg je
singularna matrica.

2 -1 -1 0
-1 3 -1 -1
-1 -1 3 -1

0 -1 -1 2

La =

Slika 14. Primjer grafa s 4 vrha.

Minora L, Laplaceove matrice L¢ je kvadratna matrica reda (n—1)
koja se dobije brisanjem i-tog retka i i-tog stupca od L.

Teorem 4 (Matri¢ni teorem o stablima). [7] Neka je G graf s n > 2
vrhova, L Laplaceova matrica grafa G i T(G) broj razapinjucih stabala
od G. Tada vrijedi

T(G) =det Ly, Vi<n.

Dokaz. Dokaz ¢emo provesti matematickom indukcijom po broju vrhova
n i bridova m grafa G.

Baza indukcije: pretpostavimo da je G graf s n = 2 vrha i bez bridova,
dakle m = 0. Onda je T(G) = 0. S druge strane L¢ je nul matrica

0 0
o0 0]
pa je detLiG:O.

Pretpostavimo sada da teorem vrijedi za povezane grafove s manje
od n vrhova ili m bridova.

Korak indukcije: neka je G graf s n > 2 vrhova i m bridova, i neka
je v; vrh od G. Ako je deg(v;) = 0, vrh v; nije incidentan niti s jednim
bridom i graf G nije povezan pa je T'(G) = 0. i-ti redak i i-ti stupac od
L¢ su nul-vektori i vrijedi

det L, = det Lg_,,, = 0.

Sada pretpostavimo da deg(v;) > 1, i vrh v; je povezan s nekim
drugim vrhom v; bridom e. Prema lemi [3|broj razapinju¢ih stabala T'(G)
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zadovoljava sljedeéi rekurzivni izraz:
T(G)=T(G—-e)+T(G/e).

Prema pretpostavci matematicke indukcije tvrdnja teorema vrijedi za
grafove G — e i G/e, stoga

T(G) = det L;_, + det L'7G/e
Radi jednostavnosti zapisa, mozemo razmjestiti vrhove od G tako da su

v; 1 v; prva dva vrha. Sada Laplaceovu matricu Lg mozemo zapisati kao
blok matricu:

di -1 T;‘-r
LG = -1 dj ’/"]1-1
Tr; Tj L/

Ovdje r; i r; predstavljaju (n — 2)-dimenzionalne vektore koji opisuju
povezanost vrhova v; i v; s ostalih n — 2 vrhova od G, a rl i ro su
njihovi transponirani vektori. L’ je minora reda (n — 2) koja predstavlja
Laplaceovu matricu ostatka grafa. Sada Laplaceove matrice grafova G—e

i G/e mozemo zapisati na sljedeéi nacin:

di—1] 0 |rF

i i di+dj—2|rf +oT
Lo—e=|_0 |di-1]r] |, LG/e{ o -

T Tj LI ! J

Pokazat ¢emo da vrijedi
det Lz = det Li;_ + det Ly,

ili, u matricnom zapisu:

dj T’T o dj—l ’I"T ’
det[rj L,]det[ v 77 +det L'.

Uoc¢imo da se matrice LY, i LY, razlikuju samo na poziciji (1,1), i
to za 1. Stoga Ce se vrijednosti det Ly, i det Ly,_, razlikovati samo u
prvom kofaktoru u razvoju po prvom retku. Uistinu, razvijemo li det Ly,

po prvom retku, gdje Ci oznacava odgovarajuci kofaktor od L%, dobit
¢emo

det L, = det [%} =djdet L' + Z 11Chk
J k=2

— ((dj —1)det L' + lek01k> + det L
k=2
dj —1 ’I"T

= det [ v 77

} +det L' = det L};_, + det Lé/e
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Konacno,

T(G) = det LL,.

4. Prebrajanje razapinjucih stabala grafa po-
mocu matriénog teorema o stablima

U ovom poglavlju primjenit ¢emo matriéni teorem o stablima za
ra¢unanje broja razapinjucih stabala poznatih familija grafova. Za pocetak,
za ilustraciju, evo jednog jednostavnog primjera.

Slika 15. Graf G s 5 vrhova.

Na slici je prikazan graf G s 5 vrhova. Matrica susjedstva Ag i La-
placeova matrica L su sljedece:

2 -1 0 -1 0
-1 3 -1 0 -1

. Le=| 0 -1 2 -1 0
-1 0 -1 3 -1

0 -1 0 -1 2

Ac

I
o, O RO
—_ Ok O
o, O RO
— O RO
o, O RO

Brisanjem prvog retka i prvog stupca od L¢, dobit ¢emo L}, i broj
razapinju¢ih stabala T'(G).

3 -1 0 -1
T(G) =det L; = _é _f _;) _(1) =12.

-1 0 —1 2

Radi potpunosti, evo svih 12 razapinjucih stabala grafa G.
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MWMZMW

Slika 16. Razapinjuca stabla grafa sa slike 1

U nastavku ¢emo koristenjem Kirchoffovog teorema izracunati broj
razapinjucih stabala potpunog grafa K, potpunog bipartitnog grafa K,
i grafa kotaca W,,. Uvedimo nekoliko oznaka. Kvadratnu jedini¢nu ma-
tricu reda n oznacavat ¢emo s I,,. Pravokutnu matricu dimenzije m x n
ispunjenu jedinicama oznacavat ¢emo s F,,, ili krace s F,, u sluc¢aju
m=n.

Sada ¢emo pokazati da potpuni graf K, s n vrhova K, ima n
razapinjucih stabala. Odredimo matricu susjedstva

n—2

1 1 1 10 --- 0 01 1
1 1 1 o1 --- 0 1 0 1
AKn = En_-[n = - . = y
1 1 1 0 0 1 1 1 0
i Laplaceovu matricu od K,
n—1 -1 -1 -1
-1 n—1 -1 -1
Lk, =(n-1I,—(E,—1I,) =nl,—E, = : . ] :
-1 . -1 n—1 -1
-1 .o -1 -1 n-1

Primjetimo da ¢e minora od L, reda n — 1 biti jednaka za svaki i:

n—1 -1 -1 -1
-1 n—-1 -1 -1
Ly =nly 1 —Ep 1= N :
—1 -1 n-—-1 -1
-1 -1 -1 n-1

Izra¢unajmo determinantu det L% . Po¢injemo tako da prvom retku pri-
brojimo sve ostale retke, a zatim svim ostalim retcima pribrojimo do-
biveni prvi redak. Dobit ¢emo trokutastu matricu ¢iju je determinantu
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lako izracunati:

RS TS R 1 11 1 .1
-1 n—-1 -1 -1 0 n

T(Ka)=| 1 o o o1 =0 =aTh
-1 ... -1 n-1 -1 0 ... 0 n 0
-1 ... -1 -1 n-1 0 ... 0 0

Potpuni bipartitni graf K, je graf ¢iji se skup vrhova moze prikazati
kao disjunktna unija V= AU B pri ¢emu je |A| =, |B| = s, i svaki vrh
iz skupa A je spojen sa svakim vrhom iz skupa B. Potpuni bipartitni graf
K,s ima r + s vrhova i r - s bridova. Bez smanjenja opéenitosti mozemo
pretpostaviti da je prvih s redaka matrice susjedstva Ay, indeksirano
s vrhovima iz B, a zadnjih r redaka s vrhovima iz A. Matrica Ak, je
sljede¢a kvadratna matrica reda r + s:

r0 -« 0 1 -+ 17

[0 E,] |0 0 1 1

Ask, {E 0 ]_ 1 10 0

1 10 0 |

Odredimo Laplaceovu matricu

[ 0 -1 —1 7
F o I e o I I
s ~E. s, || -1 -~ -1 s 0
-1 - -1 0 - s |

i minoru L;;:S, kvadratnu matricu reda r + s — 1, dobivenu brisanjem
o]

zadnjeg retka i stupca u Ly,

Irts rl —F 1 o - r =1 --- =1
~E, 1. sl -1 -+ -1 s -0

Izratunajmo sada T'(K,s) = det L"**. U prvom koraku, pribrojimo pr-
vom retku sve preostale retke. U drugom koraku pribrojimo prvi redak
posljednjih r — 1 redaka determinante. Dobit ¢emo trokutastu matricu
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1

0 r
0 0
-1 -1
-1 -1

1 0 0
0 -1 -1
r -1 -1
-1 s 0
-1 0 S

< ...

i konaé¢no, broj razapinju¢ih stabala potpunog bipartitnog

iznosi

T(K,s) =r*ts" L.

grafa K4

Ranije smo izracunali broj razapinjucih stabala za grafove kotace W3
i Wy. Odredimo sada broj razapinjuéih stabala za W,, n > 3 pomoc¢u
matri¢nog teorema o stablima. Uo¢imo uzorak na matricama susjedstva

Aw,

n?

e )

—_0 = O

O = O = =
—_—0 = O =
O = O = =

Laplaceovim matricama Ly,

4 -1 -1
-1 3 -1
-1 -1 3
-1 0 -1
-1 -1 0

-1 -1
0 -1
-1 0|,
3 -1

-1 3

te na minorama Ly, Laplacovih matrica Ly, :

3 -1
-1 3
0 -1
-1 0
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0 -1
-1 0

3 -1’
-1 3

0 1 1 1
1 010
11 0 1
1 010
1 0 0 1
1 1.0 0
5 -1 -1
-1 3 -1
-1 -1 3
-1 0 -1
-1 0 0
-1 -1 0
3 -1 0
-1 3 -1
0 -1 3
0 0 -1
-1 0 0

_ O = O O

O~ O O =

-1

-1

-1

-1

-1



PREBRAJANJE RAZAPINJUCGIH STABALA GRAFA

Zaklju¢ujemo da je L‘l/vn cirkularna matrica reda n i vrijedi:

3 -1 0 0 0 -1
-1 3 -1 0 0 0
0 -1 3 -1
T(Wy) = det Ly, = ) ) S
0 0 -1 3 -1 0
o o0 -- 0 -1 3 -1
-1 0 - 0 0 -1 3

Cirkularne matrice su od velike vaznosti u numerickoj matematici.
Poznato je da se njihove svojstvene vrijednosti pa stoga i determinanta,
mogu izraziti pomoc¢u korijena jedinice (vidi [4]). U ovom slucaju vrijedi

n—1
TWa) = [[(3—w—w/t70),
j=0
gdje je w = exp i primitivni n-ti korijen iz jedinice. Kako bismo dobili
standardnu formulu za T'(W,,), izra¢unat ¢emo determinantu ove cirku-
larne matrice Laplacovim razvojem po prvom retku.

3 -1 0 - 0 -1 -1 0 0
-1 3 -1 0 3 -1
T(Wn) =3 + . (1)
o --- -1 3 -1 0 -1 3 -1
0 .- 0 -1 3 -1 0 -1 3
-1 3 -1 0
0 -1 3 -1
+ (=1 :
0 0 -1 3
-1 0 0 -1

Oznac¢imo s t,, determinantu trodijagonalne matrice reda n:

3 -1 0 --- 0
-1 3 -1
tn SRV ()
0 -~ -1 3 -1
0o --- 0 -1 3

Razvijemo li posljednje dvije determinante iz po prvom stupcu, dobit
¢emo

T(Wp) =3tn1 —tpo—1—1—t, o=3t,_1 —2p_o—2
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Za determinantu trodijagonalne matrice vrijedi:

tn = 3tn—1 — tn—2-

Rjesavanjem ove rekurzivne relacije s pocetnim uvjetima tg = 1,t_1 =0
dobiva se

t 7L <3+\/5>n+1<3+\/5>n+1
"5 2 2

Konacno, broj razapinjuéih stabala grafa kotaca W, iznosi

T(Wy) =ty —tp_g —2 = (3 +2\/5) N (3 +2\/5> .
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