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Sazetak

U ¢lanku dajemo potpunu klasifikaciju konika u izotropnoj ravnini.
Definiramo osnovne elemente konike poput fokusa, tjemena, direktrisa i
asimptota te odredujemo njihove koordinate, odnosno jednadzbe.

Kljuéni pojmovi: izotropna ravnina, konike, Zarista (fokusi), ravnalice (direk-
trise), tjemena, asimptote

Abstract

In this paper, we provide a complete classification of conics in the
isotropic plane. We define the basic elements of a conic such as focus,
vertex, directrix and asymptote and we determine their coordinates and
equations.

Keywords: isotropic plane, conics, foci, straight lines, vertices, asymptotes

1. Uvod

Izotropna ravnina realna je projektivna metricka ravnina u kojoj je me-
trika inducirana apsolutnom figurom (Q,w). Tocku § nazivamo apso-
lutnom tockom, a pravac w apsolutnim pravcem. Tocke koje pripadaju
apsolutnom pravcu w nazivaju se izotropne tocke, a pravci koji prolaze
apsolutnom tockom €2 jesu izotropni pravci. Paralelni pravci su oni koji
imaju zajednicku izotropnu tocku, a paralelne tocke su one koje pripa-
daju istome izotropnom pravcu.

Promatrajuéi projektivnu ravninu u homogenim koordinatama gdje su
tocke prikazane u obliku T'= (z : y : z), projektivni koordinatni sustav
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biramo tako da je apsolutni pravac oblika (0: 0 : 1), tj. ima jednadzbu
z = 0, a apsolutna tocka je tocka (0 : 1 : 0). Stoga klasi¢ni Kartezijev ko-
ordinatni sustav afini je model izotropne ravnine gdje je apsolutni pravac
beskonaé¢no daleki pravac afine ravnine, a apsolutna tocka beskonaé¢no je
daleka tocka y-osi. Izotropni pravci paralelni su s y-osi.

Svaku neizotropnu tocku oblika (z : y : 1) u euklidskom modelu pri-
kazujemo s (z,y). Izotropna tocka oblika (z : y : 0) beskonaé¢no je
daleka tocka pravca s koeficijentom smjera £. Za dvue neparalelne tocke
T1(z1,y1) i To(x2,y2) definira se udaljenost tako dajed(Th,Ts) = xo—x1.
Dakle, u nasem euklidskom modelu udaljenost izmedu dviju neparalelnih
tocaka mjeri se na osi x. Za dvije paralelne tocke T4 (x,y1) 1 Ta(z, y2)
definira se raspon s(T1,Ts) = ya — y1.

Pravcu s koordinatama (X : Y : Z) pridruzena je jednadzba Xx 4+ Yy +
Zz = 0 uhomogenim koordinatama odnosno, jednadzba Xx+Yy+2Z =0
u nehomogenim koordinatama. Izotropni pravci imaju jednadzbe oblika
rx=c,ceR. Nekasup)...y=Fkix+101ips...y=kox+ ly dva neizo-
tropna pravca. Kut izmedu njih definira se kao ¢ = Z(p1,p2) = ko — k1.
Svi su definirani metricki elementi orijentirani. Vise o izotropnoj ravnini
¢itatelji mogu naéi u [3]-[4].

2. Tockovna i pravcasta jednadzba konika u
projektivnoj ravnini
Krivuljom 2. reda ili krade konikom nazivamo skup tocaka (x : y : 2)

projektivne ravnine, ¢ije koordinate zadovoljavaju homogenu kvadratnu
jednadzbu

a117% + azy® + azzz® + 2a107y + 2a1332 + 2a23yz = 0, (1)

u kojoj su koeficijenti a1, a2z, ass, a2, a13, asz € R odredeni do na pro-
porcionalnost. Reéi ¢emo da je konika regularna i singularna veé
prema tome je li 6 # 0 ili § = 0, gdje je

a1 a2 @13
6 = det = 2 2 2 1
= de ai2 a2z G23 = @11022033+2a012013023—011023° —A22013° —A33072.
ai13 a23 ass
(2)

Pokazuje se da su singularne konike one koje se raspadaju na dva
pravca. S

2 2 2
A1 = ageass — aj3, Aso = aszzair — a13”, Asz = ar1a92 — ayy,
Azz = a13a12 — a11023, A13 = 12023 — 22013, A12 = ag3a13 — azzarz (3)

oznacit ¢emo algebarske komplemente elemenata aq1, ass, a3z, a12, 413, @23
u determinanti § danoj s .
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Krivulja 2. razreda je skup pravaca (X : Y : Z) koji zadovoljavaju jed-
nadzbu

A X2 4 AgoY? 4 Ags Z2 + 2A15XY +2413X 7 + 2405V Z = 0. (4)

Taj uvjet zadovoljavaju sve tangente regularne konike .
Za brojeve A11, A22, A33, Alz, A13, A23 u Vrijede jednakosti

Ag2Aszz — Ags = dau, AszzA11 — 14132 = das2, A11Az — A%z = dass (5)
A13A12 - A11A23 = 5@23, A12A23 - A22A13 = 667413, A23A13 - A33A12 = 6012-
jer se zbog i dobije npr.

AgpAsz — A§3 = (a33a11 - a132)(a11a22 - a%g) - (a13a12 - a11a23)2
= a11(a11a22a33 - a33a%2 - a132a22 + 2a13a12a23 — aua%g) = 56111,
A13Aig — A Agz = ((112023 - 022013)((123&13 - a331112)

— (az2a33 — azs”)(a13a12 — aiiass)

= 023(20236113,&12 - a33a122 - a22a132 + azeassar; — a11a232) = daps,

a vrijede i jednakosti

All A12 A13
6/ = det A12 A22 A23 = 62 (6)
A13 A23 A33

jer zbog vrijedi npr. jednakost

2
0 = ar1(a2a33 — a33) + aiz(agzais — aizass) + aiz(aizass — ageais)
=a11An + a2di2 + a134i3

pa se onda zbog dobije
§ = A11(A22As3 — A§3) + A12(A23A13 — A12As3) + A13(A12A23 — A2oAr3)
= Aq1 - dan1 + Ars - darz + Avs - darz = 6°.

Za krivulju 2. razreda s jednadzbom kaze se da je regularna ili
singularna ovisno o tome je li 6’ # 0 ili ¢’ = 0. Krivulja 2. razreda
pridruzena regularnoj konici (|1f) jest regularna.

Zbog simetri¢nosti formula (3)) i (do na faktor proporcionalnosti 4)
slijedi da su pojmovi krivulje 2. reda i krivulje 2. razreda dualni pa se
krivulji 2. razreda s jednadzbom moze pridruziti krivulja 2. reda i
to bas konika ([T)).

U sljede¢im promatranjima bit ¢e nam vazni pojmovi pola i polare. Pro-
matrajmo tocku Ty = (2o : Yo : 20) projektivne ravnine i koniku zadanu
s . Polara tocke Ty s obzirom na koniku pravac je s jednadzbom

a1 zox+azeyoy +aszzoz+ai2(zoy+yox) +aiz(roz+z0x) +a23(yoz + z0y) = 0.

(7)
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S druge strane, pol pravca tocka je Tp. Ako tocka Ty lezi izvan
konike, onda iz nje mozemo povudi dvije tangente na tu koniku. Spojnica
diralista tih tangenata polara je tocke Ty. Ako tocka T pripada konici,
onda tangenta na koniku u toj tocki je ujedno i polara te tocke.

Iz gornje jednadzbe vidimo da jedna tocka lezi na polari druge ako i
samo ako druga tocka lezi na polari prve.

000000000000020000000,
o o
00 0,

o 0,
o 0,
o 0,

0,

00000,
0
o
of
00,600

&
%o,

0, S
0 o
0, o0

0, o0
00, 50
2990000000000000000°%°

Slika 1. Lijevo: konika kao skup tocaka dana jednadzbom oblika ai1z? +
a22y® + assz® + 2a122y + 2a1372 + 2a23yz = 0.

Desno: konika kao skup pravaca dana jednadzbom oblika A11 X 2 4 AgpY? +
A33Z2 +2A12 XY +2A13X7 +2A:3Y 7 = 0.

3. Klasifikacija konika u izotropnoj ravnini

Konika C s jednadzbom (/1) ima jednadzbu u nehomogenim koordinatama
u izotropnoj ravnini danu s

a112? + asy? + 2a10xy + 2a13 + 2a23y + agz = 0. (8)

Kako bismo klasificirali konike s obzirom na njihov polozaj u odnosu na
apsolutnu figuru, tj. kako bismo odredili sjeciSta konike s apsolutnim
pravcem, za koniku koristimo jednadzbu . Konika C s jednadzbom
ima s apsolutnim pravcem z = 0 zajednicke tocke za koje vrijedi

a112? + 2a102y + agy® =0 (9)

tj. @[) je kvadratna jednadzba za omjer x : y. Diskriminanta te jed-
nadzbe jest
afy — arragy = —Ass.

Regularnu koniku C zvat ¢emo elipsom ako nema zajednickih tocaka s
apsolutnim pravcem, a uvjet za to je Azz > 0. Tu ¢emo koniku zvati hi-
perbolom ako ima dvije razlicite zajednicke tocke s apsolutnim pravcem,
a uvjet za to je Asz < 0. Posebno, hiperbola je specijalna ako prolazi
kroz apsolutnu tocku, a uvjet za to je ase = 0.
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Konika C zvat ¢e se kruznica ako s apsolutnim pravcem ima dvije za-
jednicke tocke u apsolutnoj tocki, a uvjet za to je da uz ass = 0 u @
vrijedi i jednakost a1 = 0. Zato kruznica ima u afinim koordinatama
jednadzbu oblika

a11x2 + 2@232/ + 20,13£E + a3z = 0, ail 7& 0. (10)
Za nju je prema
ain 0 as
6 = det 0 0 as3 = —a11a232.
aiz Q23 as3
Ona je zato regularna ili singularna ovisno o tome je li agg # 0 ili agz = 0.
U oba sluc¢aja jednadzba moze se pisati u obliku

ky = 2% + ux +w (11)
gdje je
2a23 2a13 as3
k=—-——"=, u=—", w=—"
a1 a1 ai1

te predstavlja (regularnu) kruznicu ako je k # 0 i singularnu kruznicu
(par izotropnih pravaca) ako je k = 0.
Regularna konika C je parabola ako dira apsolutni pravac u tocki, koja
nije apsolutna, a uvjet za to je da je Azz3 = 01 ags # 0.
Dakle, regularna konika je elipsa ako je Asz > 0, hiperbola ako
je Ass < 0, a parabola ili kruznica ako je Ass = 0. Ovaj se kriterij
za broj izotropnih tocaka konika moze prosiriti i na singularne konike.
Singularna konika je par neparalelnih pravaca ako je As3 < 0, par
paralelnih pravaca ako je Azz = 0 ili jedna prava tocka ako je Azz > 0.
Pokazalo se da (singularna) konika moze biti skup od samo jedne tocke.
Moze li (regularna) konika biti prazan skup? U obzir dolazi samo
elipsa i takva se elipsa, ako postoji, zove imaginarna elipsa. Moze se
pokazati da je regularna konika s jednadzbama (|1f) i (4f) imaginarna elipsa
ako i samo ako su brojevi day1, dass, dass, A1, Ass, Azz definirani s
i ili sa @ i pozitivni.

S obzirom na dobivene rezultate, regularne konike klasificirane su na
sljede¢i nacin:

e elipsa: a%z —ajia9 <0

hiperbola: a%z —ajiage >0

specijalna hiperbola: ass =0

parabola: a%2 —aj1a22 =0

e kruznica: ags = aja = 0.
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4. Srediste, os, zariSta i ravnalice konika

U ovom éemo poglavlju definirati pojmove sredista, osi, zarista (fokusa)
i ravnalica (direktrisa) konika kao $to je to napravljeno u [I].

Pol apsolutnog pravca (0 : 0 : 1) s obzirom na danu regularnu koniku

nazivamo sredistem te konike, a polare izotropnih tocaka prolaze kroz
srediSte i zovu se promjeri te konike.
Srediste parabole njezina je jedina izotropna tocka pa su njezini promjeri
medusobno paralelni. Srediste elipse ili hiperbole jest neizotropna tocka.
Kako je apsolutni pravac, vanjski pravac elipse, to je njezino srediste nje-
zina unutrasnja tocka pa srediSte ne lezi ni na jednoj tangenti elipse. Hi-
perboli je apsolutni pravac sekanta pa joj je srediste vanjska tocka i kroz
nju prolaze dvije tangente hiperbole s diraliStima na polari sredista, tj.
na apsolutnom pravcu. To znaci da je srediste hiperbole sjeciste njezinih
tangenata u njezine dvije izotropne tocke. Te dvije tangente hiperbole
s izotropnim diralistima zovu se asimptote hiperbole. Posebno, speci-
jalna hiperbola ima jednu izotropnu asimptotu i jo§ jednu neizotropnu
asimptotu.

Slika 2. Elipsa sa sredistem S, osi o, fokusima Fi; i F3, direktrisama d; i
d2, sporednom osi o’ i tjemenima 7Ty i T prikazana na projektivnom modelu
izotropne ravnine.
Teorem 1. Srediste elipse ili hiperbole s jednadzZbom

a11m2 + (122y2 + 2@23y + 2(113£U + 20,121’2/ + ass — 0 (12)

jest tocka

12023 — A22013 A13012 — 411023
5 ( ) (13)

2 2
a11a22 — A79 11422 — Q79

Parabola s jednadzbom (@ ima za 1zotropnu tocku izotropnu tocku pra-
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vaca s koeficijentom
a13@12 — @11023

a12093 — A22013
Dokaz. Prema polara tocke S = (‘g—ég, ﬁ—ig) s obzirom na koniku
jest pravac z = 0. Naime, prikazemo li tocku S u homogenim
koordinatama S = (ﬁ— : %i : 1) i uvrstimo u jednadzbu (|7]) dobijemo

a11A3 JJ+G22A y+a332’+a12<A3 +z433x)
A1z Aas
+ai3 (1433Z+$) + ao3 (A33z+ )

207
odnosno, nakon mnozenja s Ass
a11A137 + agp A23y + azzAzsz + a1pAszr + a12A13y
+a13A132 + a13A337 + a3 Aszy + a3 Aszz
:0’
i koristenja jednakosti
9 2 2 2. —0
(a11a22a33 + 2a12a13a23 — A15033 — A73022 — A11053)% = 0.

Dakle, tocka S pol je apsolutnog pravca, odnosno srediste konike (12
ako je Aszz # 0, tj. ako je ta konika elipsa ili hiperbola. Analogno se
pokazuje da ako je Aszs = 0, tj. ako je konika parabola, tada je taj pol

izotropna tocka pravaca s koeficijentom smjera A23 O
13

Sredistu konike kao polu apsolutnog pravca dualan je pojam (glavne)
osi konike kao polare apsolutne tocke. Ocito os konike prolazi kroz nje-
zino srediste. Eventualna sjeci$ta konike s njezinom osi fokusi su te ko-
nike pa je pojam fokusa dualan pojmu asimptote. Tangente u fokusima
su izotropni pravci, direktrise te konike. Taj pojam dualan je pojmu
izotropne tocke konike.

Teorem 2. Konika s jednadzZbom
a117® + agy® + 2a23y + 2a137 + 2a122y + azz = 0
ima os s jednadzbom
a12% + agay + agz = 0, (14)
a apscise njezinih fokusa rjesenja su po x jednadzbe

(a3y — a11a22)% + 2(a23a12 — a22a13)T + ags® — axass = 0. (15)
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Slika 3. Hiperbola 1. vrste sa sredistem S, osi o, fokusima F i F», direktrisama
dy i da, sporednom osi o' i asimptotama a1 i a2 prikazana na projektivnom
modelu izotropne ravnine.

Slika 4. Hiperbola 2. vrste sa srediStem S, osi o, sporednom osi o, tjemenima
Ty i T> i asimptotama a1 i a2 prikazana na projektivnom modelu izotropne
ravnine.

Dokaz. Os konike , tj. polara apsolutne tocke, jest pravac s jed-
nadzbom (14). Naime, prema (7)) polara tocke Q = (0 : 1 : 0) pravac je
koji u homogenim koordinatama ima jednadzbu

au-O~x+a22-1~y+a33-0~z+a12(0~y+1-m)+a13(O~z+0-x)+a23(1-2+0~y) =0,
tj.

agy + a12x + azzz =0,
odnosno u nehomogenim koordinatama jednadzbu

a20y + a12x + asg = 0.

Par direktrisa konike (12)) ima jednadzbu Azsz? — 24132 + A1 = 0 koja
zbog dobiva oblik ((15)). To je ujedno jednadzba za apscise fokusa te
konike. O
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Korolar 3. Parabola s jednadzbom
anx? + axy® + ass + 2a03y + 20137 + 2a100y = 0
mma direktrisu s jednadzZbom
2(azza1a — az2a13)T + ags? — agsazs = 0. (16)

Kako za parabolu vrijedi Az3 = 0, tada u pravcéastim koordinatama
njena jednadzba ima oblik

A11X2 4+ 2A13XY — 245X — 2A53Y + Ay = 0.

Iz , a zbog 7 jednadzba direktrise parabole moze se zapisati i u

obliku
 An

$—2A13.

Jednadzba konike u to¢kovnim koordinatama oblika je

a11x2 + a22y2 + 2a93y + 2a13x + 2a127y + azz = 0.
Uvrstavanjem (5)) u gornju jednadzbu dobije se

—A5yx? — ATy + A1 Ags — ATy + 2(A13 A1 — A1y Ass)y
+2(A12A93 — AgaA13)x + 2A23 A3y

=0. (17)
. . Aqy . , e
Fokus parabole ima apscisu x = A a ordinatu ¢emo dobiti iz (|17))
13

uvrstavanjem te apscise. Pritom se dobije da vrijedi
4A134y2—4A132(2A13A12—A11A23)y+A232A112+4A%2A132—4A13A12A23A11 =0,

odnosno,
(2A§3y — 2A13A12 + A11A23)2 = 0

Dakle, koordinate fokusa parabole jesu

A _ 2A53A12 — A1 Ags
T = , Y= 5 ) (18)
2A13 2A13
Jednadzba (|15 pisana u obliku
A331‘2 - 2A13J} + All =0 (19)

74



O KONIKAMA U IZOTROPNOJ RAVNINI

ima zbog diskriminantu
A132 — A11A33 = —56[22. (20)

U slucaju elipse, koja nije imaginarna, vrijedi ili dags < 0ili pak 417 < 0,
a tada zbog Asz > 0 slijedi A13% — A11Asg > 0, tj. opet dags < 0. Zato
je kod takve elipse diskriminanta uvijek pozitivna i ta elipsa ima
dva fokusa. Za hiperbolu postoje dvije moguénosti. Razlikuje se
hiperbola 1. vrste (hiperbola s fokusima) i hiperbola 2. wvrste (hiperbola
s tjemenima).

Korolar 4. Hiperbola s jednadzbom
a11x2 + a22y2 + 2a93y + 2a132 + 2a122y + azz =0

ima dva fokusa ako je dass < 0, a nema fokusa ako je daze > 0, gdje je
S 2 2 2
broj 0 = ai1a22a33 + 2a12a13a23 — A11G23° — A22a13” — A33G7;3-

Izotropni pravac kroz srediste elipse ili hiperbole C zove se sporedna os
te konike, a to je zapravo polara izotropne tocke (glavne) osi. Eventualna
sjecista te konike s njezinom sporednom osi njezina su tjemena, a to su
zapravo diralista tangenata te konike paralelnih s njezinom (glavnom)
osi. Tangente u tjemenima konike paralelne su s njezinom (glavnom) osi
i nazivamo ih tjemenim tangentama konike.

Polovina udaljenosti fokusa konike naziva se velika poluos te konike, a
polovina raspona tjemena mala poluos promatrane konike.

Teorem 5. FElipsa ili hiperbola s jednadzbom
a11m2 + a22y2 + 2a93y + 2a132 + 2a122y + azz =0
1ma veliku poluos o i malu poluos B dane formulama

da 1)

2 22 2

=22 g2 21
A2, a2 As3 1)

- _ 2 s 2
gdje je Ass = aii1aze — afy 1 6 = a11022033 + 2a23G13G12 — G11023° —
2 2
A22413" — @33075-

Dokaz. Ako su x1, x5 rjeSenja jednadzbe (19), tada je

2A13 - An
) 1T2 = ——
Ass Ass

T+ T =

i zato je zbog dalje

40? = (1 — 29)% = (z1 + 22)* — 42129
_ 4A%3 _ 4A11 _ i
A3 Az A

450,22

(A13? — Ay Agz) = — .
Ay
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Sporedna os konike jest izotropni pravac kroz njezino srediSte i ima

po teoremu [1| jednadzbu = = A—B Uz ovu vrijednost x iz slijedi
33

jednadzba

A Ay
azey® + 2y (0121412 + a23) + CL11141723 + 2a13A13A33 + asz = 0.
3 33

Za njena rjeSenja yi,y2 vrijede jednakosti

Y1ty =— (a12A13 + a23As3),

a2 As3
1

Y12 = —5 (a11413% + 2a135A413A33 + asz A3,)
a2 A3s

i zato zbog slijedi

4% = (i —y2)” = (1 + 12)° — 4112
4
= Az [(a12A13 + a23A33)2 — Q22 (a11A132 + 2a13A13A33 + a33A§3)]
39433
46

a22 A33

O

Kod elipse je As3 > 0, dage < 01 zato je o > 01 32 > 0 i ona ima
dva fokusa i dva tjemena. Kod hiperbole je As3 < 0. Ako je to hiperbola
1. vrste, tada je dage < 01 zato je o > 0i 32 < 0 pa ona nema tjemena.
Za hiperbolu 2. vrste je dass > 0 pa zato iz slijedi a2 < 01i B2 >0
i ta hiperbola ima tjemena.

Jednadzba @ pisana u obliku

2
a2 (g) + 2012g +ai1 =0 (22)
x x

jest kvadratna jednadzba za koeficijente k; i ko smjera asimptota hiper-
bole s jednadzbom . Zato je

2a a
kot ke =—""2, kiky = —
a22 a22

pa je kvadrat kuta izmedu tih asimptota jednak

4 4A
(kl - k2)2 = (kl + k2)2 - 4k‘1]€2 = T((I%Q - a11a22) = — 233.
G22 G22

Stoga slijedi:
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Teorem 6. Hiperbola s jednadzbom
a112” + azey® + 2a23y + 24137 + 2a127y + azz = 0
2
ima kut izmedu asimptota jednak —/— Ass, gdje je A3z = a11a90—a3,.
a2

U sluc¢aju specijalne hiperbole vrijedi as; = 0 i jednadzba ima

jedno rjesenje k = oo, a drugo je rjeSenje k = —;a—l;. Zbog ase =
srediSte je sada
S — <(123’ a11023 ; a13a12) , (23)
ai2 aia
uz a2 # 0 pa izotropna asimptota ima jednadzbu x = —Z—j‘:, a neizo-

tropna asimptota ima jednadzbu

_ Giia23 —aizdi2 411 <x azs)
al, 2a12 aiz )’
tj. jednadzbu
ain ai1a23 — 2a13a12
Yy=— ) (24)
2(112 2(112
Time je dokazan sljede¢i teorem:
Teorem 7. Specijalna hiperbola s jednadzZbom
a112? + 2a122y + 24137 + 2a23y + azzs =0, a2 # 0,
a23 Q11023 — 4130
ima srediste S = (23, 112321312>, izotropnu asimptotu s jed-
a2 )
9 a3 . . ) . . ari
nadzbom x = ——= i neizotropnu asimptotu s jednadzbom y = ———x+
a2 2a12

a11a23 — 2a13a12
D)
2a7,

Uo¢imo da su medusobno dualni pojmovi hiperbole s tjemenima i
(neimaginarne) elipse te specijalna hiperbola i parabola, a sami su sebi
dualni pojmovi hiperbola s fokusima, imaginarna elipsa i kruznica.

7
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Potpuna klasifikacija regularnih konika

elipsa (neimaginarna) | bez izotropnih tocaka, dvije razlicite direktrise
dva razlicita fokusa, dva razlicita tjemena

imaginarna elipsa | bez izotropnih i bilo kojih drugih tocaka,
bez direktrisa i bilo kojih drugih tangenata

hiperbola 1. vrste | dvije razli¢ite izotropne tocke, dvije razlicite direktrise,
dva razlicita fokusa

hiperbola 2. vrste | dvije razli¢ite izotropne tocke, nema direktrisa,
ima dva razli¢ita tjemena

specijalna hiperbola | osim apsolutne tocke ima jo$ jednu izotropnu tocku

parabola | osim apsolutnog pravca dira joS jedan izotropni pravac,
svoju direktrisu u svojem fokusu

kruznica | u apsolutnoj tocki dira apsolutni pravac

Tablica 2.
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