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Sazetak

U c¢lanku se izlaze problem odredivanja ukupnoga broja razli¢itih nacina na
koje se moze kretati rezultat u jednom ,standardnom® teniskom gemu, setu i
mecu. Problem se modelira pomoc¢u cjelobrojne mreze, pa se potom metodicki
detaljno izlaze njegovo rjesenje.

Kljuéni pojmoui: tenis, cjelobrojna mreZa, kombinatorika, osnove diskretne teorije vje-
rojatnosti

1 Uvod

Uvjereni smo da su veéini citatelja ovoga ¢clanka dobro poznati tenis kao sport
i njegova osnovna pravila. (Nedovoljno upuceni ¢itatelji mogu procitati osnovna
teniska pravila npr. u [1].) Za potrebe ovoga rada podsjetit ¢emo na osnovne
mjere bodova osvojenih u igri.

Pravilo 1. Bod ili poen je najmanja jedinica mjere u tenisu.

Pravilo 2. Gem je jedinica mjere koja se sastoji od cetiri boda, a dobiva ga igrac
koji osvoji cetiri boda i ima barem dva boda vise u odnosu na protivnika. Bodouvi
unutar gema vrednuju se s 15, 30 1 40.

Pravilo 3. Set je jedinica mjere koja se sastoji od najmanje sest gemowva, a dobiva
ga igrac¢ koji prvi osvoji Sest gemova i ima barem dva gema vise u odnosu na
protivnika. Iznimno, ako igrac¢ osvoji Sest gemova i ima tocno jedan dobiven gem
vise u odnosu na protivnika, igra se 12. gem. Ako nakon toga gema rezultat bude
1zjednacen, igra se tie-break koji odlucuje pobjednika u setu.

Pravilo 4. Igra¢ dobiva susret ako osvoji dva ili tri seta (ovisno o vrsti natjecanja
i dr.).

Napomena 1. U standardnom (uobicajenom) setu svi moguci krajnji rezultati su
7:6,7:51ili6:n, pri cemu jen € {0,1,2,3,4}. Iznimka je peti set (kad god



se igra na tri dobivena seta) u kojemu se primjenjuje pravilo prema kojemu igrac
dobiva set ako osvoji najmanje Sest gemova i barem dva gema vise u odnosu na
protivnika (nema tie-breaka). Taj slucaj ovdje necemo razmatrati, pa odsad pa
nadalje pretpostavijamo da se radi o standardnom setu.

Prije negoli navedemo osnovni problem kojega ¢emo razmatrati u ¢lanku, pod-
sjetimo na pojmove cjelobrojne mreze i najkracega puta izmedu dviju tocaka u
takvoj mrezi.

2 Osnovni pojmovi i rezultati vezani uz cjelo-
brojnu mrezu

Definicija 1. Neka je Z skup svih cijelih brojeva. Cjelobrojna mrezZa je beskonacan
graf kojemu je skup vrhova V = Z?, dok skup bridova tvore sve dufine kojima je
jedan kraj u tocki (x,y), a drugi u tocki (x & 1,y) ili tocki (x,y & 1) , pri cemu su
x,y € 2.

Definicija 2. Za bridove e i f u cjelobrojnoj mrezi kazemo da su susjedni ako
postogi vrh u cjelobrojno) mrezi koji im je zajednicka.

(Konaéan) Put u cjelobrojnoj mrezi je konacan niz bridova u kojemu su
svaka dva uzastopna brida susjedna i svi su vrhovi razliciti (osim, eventualno,
pocetnoga i krajnjega vrha).

Najgkracéi put od vrha vy do vrha v, u cjelobrojnoj mrezi je konacan niz bridova
V1V . .. v, takvih da ako je vy = (xk, yx), onda je

Vi1 € {(xr + Lye) s (Tr, e + 1)}, VE=1,2,...,n—2.
Iz vrha v,_1 nuzno bridom v,_1v, moramo i¢i u vrh v,.

Napomena 2. Put u cjelobrojnoj mrezi nuzno mora imati svojstvo da u svakom
koraku iz pocetne tocke dolazimo sve bliZe i bliZe odredisnoj tocki. Zbog toga su
dozvoljeni koract udesno i prema gore.

Osnovni rezultat vezan uz ukupan broj najkrac¢ih puteva izmedu dviju razlicitih
tocaka cjelobrojne mreze dan je sljede¢im teoremom.

Teorem 1. Neka suTy i Ty tocke kao u Definiciji[ll. Tada je ukupan broj najkracih
putova izmedu T @ Ty jednak

((932 — 1) + (2 — yl)) . (2.1)

To — I



Napomena 3. Zbog svojstva simetrije binomnih koeficijenata traZeni je broj jed-

nak ((@ — 1)+ (y2 — y1)> ‘ (2.2)

Y2 — U1

Dokaz. Svaki najkra¢i put od T do 75, sastoji se od ukupno x9 — x; pomaka u
smjeru pozitivnoga dijela osi apscisa i ukupno ¢, —y; pomaka u smjeru pozitivnoga
dijela osi ordinata. Dakle, ukupan broj pomaka jednak je (xo — 1) + (y2 — v1)-
Zbog toga je trazeni broj jednak ukupnom broju razli¢itih nacina na koje izmedu
(x9 — 1)+ (y2 — y1) razlicitih objekata mozemo izabrati njih x5 —x;. Sada tvrdnja
teorema izravno slijedi iz osnovne kombinatorne interpretacije binomnoga koefici-
jenta (vidjeti npr. [2].) O

Korolar 1. Ukupan broj najkrac¢ih putova izmedu tocaka O = (0,0) (ishodista
cjelobrojne mreze) i T = (xr,yr) jednak je

<xT + yT) 7 (2.3)

T
odnosno
(”T + yT) . (2.4)
Yr
Dokaz. U izraze (2.1)) i (2.2)) uvrstimo 21 = y; = 0, z3 = 27 i y2 = yr, pa odmah
dobivamo tvrdnju korolara. O

Citatelje zainteresirane za teoriju cjelobrojnih mreza i putova u njima upuéujemo
na [2] i [3].

3 Na koliko nac¢ina se moze kretati rezultat unu-
tar ,,standardnog* gema?

U ovoj ¢emo tocki odrediti ukupan broj nacina na koje se moze kretati rezultat
unutar , standardnog* gema, odnosno gema unutar kojega nijednom nije postignut
rezultat 40 : 40 (tzv. deuce). Naime, u slucaju postizanja rezultata 40 : 40
teorijski beskonacno mnogo puta moze se ponavljati situacija u kojoj jedan od
igraca ostvari prednost (obi¢no se oznacava slovom A prema engl. rije¢i advantage
(engl. prednost)), a drugi igra¢ potom izjednaci. Jasno je da je takva situacija
prakticki nemoguca, ali se ne moze navesti dovoljno dobra gornja ograda za ukupan
broj njezina ponavljanja. Zbog toga takvu situaciju ovdje ne razmatramo.

Primijetimo da je ukupan broj nacina na koje se moze kretati rezultat unutar
jednoga gema, seta ili meca jednak dvostrukom broju nacina na koji taj gem, set



ili me¢ moze dobiti svaki pojedini igra¢. Konkretno, svakom (najkra¢em) putu
10y . .. U, koji oznacava kretanje rezultata u gemu, setu ili mecu kojega je dobio
prvi igra¢ pridruzimo put v/lfulz . .v; takav da vrijedi:

’

vi = (T3,y1) = v; = (Y, 2) ,Vi=1,...,n.

Lako se vidi da je ovo pridruzivanje bijekcija i da put v;v; e v; oznacava kretanje
rezultata u gemu, setu ili mecu kojega je dobio drugi igra¢. (Ekvivalentno, svakom
putu koji oznacava kretanje rezultata u gemu, setu ili mecu kojega je dobio prvi
igra¢ bijektivno pridruzujemo put osnosimetrican s obzirom na pravac y = z.)
Zbog toga je dovoljno odrediti na koliko se nacina moze kretati rezultat u gemu,
setu ili mecu kojega je dobio prvi igrac.

Teorem 2. Ukupan broj razlicitih nacina na koji se mozZe kretati rezultat unutar
Lstandardnog “ gema jednak je 30.

Dokaz. Ishodu od 0 bodova pridruzimo broj 0, ishodu od 15 bodova pridruzimo
broj 1, ishodu od 30 bodova broj 2, a ishodu od 40 bodova broj 3. Budu¢i da
se radi o ,standardnom® gemu, igra¢ koji postigne 40 bodova ujedno i dobiva taj
gem. Najprije pretpostavimo da je gem dobio prvi igrac. Promatramo najkrace
putove u cjelobrojnoj mrezi od tocke (0,0) do toc¢aka oblika (3,k), pri ¢emu su
k =0,1,2. Prema Korolaru[l], za ¢vrsto k € Ny ukupan broj najkraéih putova od
tocke (0 0) do tocke (3, k) jednak je (k+3) Primjenom nacela zbroja dobivamo da
je ukupan broj na¢ina u ovom slucaju jednak

(1)) () () rrermn

Prema nacelu simetrije broj nacina da gem dobije drugi igrac¢ identican je broju
nacina da gem dobije prvi igra¢. Stoga, prema nacelu zbroja, trazeni je broj jednak
15 4+ 15 = 30, sto je i trebalo dokazati. O

Zadatak 1. Provjerite rezultat Teorema . izravnim prebrojavanjem (ispisivanjem
svih moguéih kretanja rezultata).

U slucaju kada gem dobiva prvi igra¢, svih 15 moguéih kretanja rezultata
ispisani su u retcima ispod ovoga:



15-0, 30-0, 40-0, kraj

0-15, 15-15, 30-15, 40-15, kraj

15-0, 15-15, 30-15, 40-15, kraj

15-0, 30-0, 30-15, 40-15, kraj
15-0, 30-0, 40-0, 40-15, kraj
0-15, 0-30, 15-30, 30-30, 40-30, kraj
0-15, 15-15, 15-30, 30-30, 40-30, kraj
0-15, 15-15, 30-15, 30-30, 40-30, kraj
0-15, 15-15, 30-15, 40-15, 40-30, kraj
15-0, 15-15, 30-15, 30-30, 40-30, kraj
15-0, 15-15, 15-30, 30-30, 40-30, kraj
15-0, 15-15, 30-15, 40-15, 40-30, kraj
15-0, 30-0, 30-15, 40-15, 40-30, kraj
15-0, 30-0, 30-15, 30-30, 40-30, kraj
15-0, 30-0, 40-0, 40-15, 40-30, kraj

4 Na koliko na¢ina se moze kretati rezultat u
gemovima unutar ,,standardnoga‘ seta?

U ovoj ¢emo tocki odrediti ukupan broj nacina na koje se moze kretati rezultat
unutar ,standardnoga“ seta, odnosno seta koji nije peti set (u skladu s Napome-
nom ) Rezultat daje sljedeé¢i teorem.

Teorem 3. Ukupan broj razlicitith nacina na koji se moze kretati rezultat unutar
sSstandardnoga “ seta jednak je 1932.

Dokaz. Razlikovat ¢emo tri slucaja. Radi jednostavnosti razmatranja, u svakom
slucaju pretpostavit ¢emo da je set dobio prvi igrac.

Slucaj 1. Set je zavrsio rezultatom 7 : 6. Tada je tom rezultatu nuzno prethodio
rezultat 6 : 6. Ovom rezultatu je nuzno prethodio ili rezultat 6 : 5 ili rezultat 5 : 6.
Svakom od ovih dvaju rezultata je nuzno prethodio rezultat 5 : 5 jer bi u suprotnom
set bio gotov (i zavrsio bi rezultatom 6 : 4 ili 4 : 6). Zbog toga najprije odredimo
broj najkracih putova od tocke (0,0) do tocke (5,5). Prema Korolaru[l], tih putova

ima ukupno
5+5) (10
5 ) \b

pa prema nacelu zbroja dobivamo ukupno

(5)+(5) =

najkrac¢ih putova.



Slucaj 2. Set je zavrsio rezultatom 7 : 5. Tada je tom rezultatu nuzno prethodio
rezultat 6 : 5. Ovom rezultatu je nuzno prethodio rezultat 5 : 5 jer bi u suprotnom
set bio gotov (i zavrsio bi rezultatom 6 : 4). Dakle, treba odrediti ukupan broj
najkracih putova od tocke (0,0) do tocke (5,5). Prema Korolaru [}, tih putova

ima ukupno
(5 5) = (10) =252 .
5) )

Slucaj 3. Set je zavrsio rezultatom 6 : k , pri cemu je kK = 0,1, 2,3,4. Tada je
tom rezultatu nuzno prethodio rezultat 5 : k jer bi, osim za k = 0, u suprotnom set
bio gotov (i zavrsio bi rezultatom 6 : (k — 1) ). Dakle, za ¢vrsto k treba odrediti
ukupan broj najkra¢ih putova od tocke (0,0) do tocke (5,%). Prema Korolaru[1},

tih putova ima ukupno
k+5
5 .

Prema nacelu zbroja dobivamo jos

2(57)-0) ()0 C)

najkrac¢ih putova.

Time smo iscrpili sve moguce slucajeve u kojima je pobjednik seta prvi igrac.
Broj nacina da set dobije drugi igrac¢, prema nacelu simetrije, identican je broju
nacina da set dobije prvi igra¢. Stoga, prema nacelu zbroja, trazeni je broj jednak
2 - (504 + 252 4 210) = 1932, sto je i trebalo dokazati. O

5 Na koliko na¢ina se moze kretati rezultat u
setovima unutar susreta?

U ovoj ¢emo tocki odrediti ukupan broj nacina na koje se moze kretati rezultat
u setovima unutar teniskoga susreta. Pritom moramo razlikovati dva slucaja. U
prvom se susret igra na dva dobivena seta, a u drugom na tri.

Teorem 4. a) Pretpostavimo da se susret igra na dva dobivena seta. Tada
je ukupan broj razlicitth nacina na koji se moze kretati rezultat u setovima
unutar susreta jednak 6.

b) Pretpostavimo da se susret igra na tri dobivena seta. Tada je ukupan broj

razlicitih nacina na koji se moze kretati rezultat u setovima unutar susreta
jednak 20.



Dokaz.  a) Pretpostavimo da je pobjednik susreta prvi igra¢. Tada je ukupan
broj razlicitih nac¢ina na koji se moze kretati rezultat u setovima jednak
ukupnom broju najkra¢ih putova od tocke (0,0) do tocke oblika (1, k), pri
¢emu je k = 0,1. Naime, zbog pretpostavki da se susret igra na dva dobivena
seta i da je pobjednik prvi igra¢, nakon dolaska u tocku oblika (1, k) moramo
nastaviti na jedinstven nacin: iéi iz tocke (1, k) u toc¢ku (2, k). Prema Koro-
laru[l], za évrsto k najkra¢ih putova od od tocke (0,0) do tocke oblika (1, k)

ima ukupno
kE+1
(T):kﬂ.

Primjenom nacela zbroja dobivamo ukupno
1
d (k+1)=1+2=3

najkraca puta.

Prema nacelu simetrije broj nac¢ina da susret dobije drugi igra¢ identican
je broju nacina da susret dobije prvi igra¢. Dakle, trazeni je broj jednak
3+ 3 =6, sto je i trebalo dokazati.

Kako broj nacina na koji se moze kretati rezultat u setovima nije velik, sve

¢emo ih prikazati pomocu cjelobrojne mreze (Slika .

Y Y Y

(0,0) (2,0) ¥ (0,0) (0,0 z

(0,0) 7 (0,0) 7 (0,0) *

Slika, 1. U prvom redu prikazana je cjelobrojna mreza puteva od tocke
(0,0) do tocke (2,k), k=0,1. U drugom redu prikazana je cjelobrojna
mreza puteva od tocke (0,0) do tocke (k,2), k= 0,1.



b) Pretpostavimo da je pobjednik susreta prvi igrac. Tada je ukupan broj
razli¢itih nac¢ina na koji se moze kretati rezultat u setovima jednak ukupnom
broju najkrac¢ih putova od tocke (0,0) do tocke oblika (2, k), pri cemu je k =
0,1, 2. Naime, zbog pretpostavki da se susret igra na tri dobivena seta i da je
pobjednik prvi igra¢, nakon dolaska u tocku oblika (2, k) moramo nastaviti
na jedinstven nacin: i¢i iz tocke (2,k) u tocku (3,k). Prema Korolaru [1],
za ¢vrsto k najkraéih putova od od tocke (0,0) do tocke oblika (2, k) ima

ukupno
k+2
5 .

Primjenom nacela zbroja dobivamo ukupno

£ (1)) () ()-reseim

najkra¢ih putova. 1 u ovom sluc¢aju, ne moramo racunati broj nacina da
susret dobije drugi igrac, jer prema nacelu simetrije taj broj je jednak broju
nacina da susret dobije prvi igra¢. Dakle, trazeni je broj jednak 10410 = 20,
Sto je i trebalo dokazati.

Cjelobrojna mreza puteva od tocke (0,0) do tocke (3, k), k = 0,1, 2 prikazana
je na Slici [2

it ik e e

(0,0)

Slika 2. Cjelobrojna mreza puteva od tocke (0,0) do tocke (3,k), k =0,1,2.



Cjelobrojna mreza puteva od tocke (0,0) do tocke (k,3), k = 0, 1, 2 prikazana
je na Slici 3

Yy Yy Yy Yy

(0,3) *1,3) #1,3) 1,3)
t t
(0,0) T (0,0) T (0,0) T (0,0 v
Yy Yy Yy Yy
#2,3) #2,3) #2,3) #2,3)
—_—
LL }» i‘*’ Rl
(0,0) T (0,0) T (0,0) T (0,0) v
Yy Yy

(0,0) z(0,0) x

Slika 3. Cjelobrojna mreza puteva od tocke (0,0) do tocke (k,3), k =0,1,2.

6 Zakljucak

U c¢lanku smo pokazali kako se uz primjenu teorije cjelobrojnih mreza moze
analizirati broj razli¢itih nacina na koje se krece rezultat unutar teniskog gema,
»standardnoga“ seta i cijelog susreta (ovisno o tome igra li se na dva ili tri dobivena
seta). Ovako dobiveni rezultati pruzaju nam kvantitativni uvid u dinamiku teni-
skih meceva i ilustriraju primjenjivost kombinatornih metoda u analizi sportskih
ishoda.

Ovaj rad je podrzan od strane Hrvatske zaklade za znanost u okviru projekta
HRZZ-1P-2024-05-3882.
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