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Sazetak

Prost broj je vrlo jednostavan matematicki pojam koji se pojavljuje
u razli¢itim oblicima. Prostim brojevima fascinirani su matematicari, ali
i amateri, od davnina. Na prvi pogled izgleda kao da su u skupu prirod-
nih brojeva rasporedeni sasvim nasumic¢no, no pomnijim promatranjem
mogu se ustanoviti mnoge zakonitosti (o kojima smo pisali detaljnije u
[3]) kao i slutnje ¢ije su potvrde ili opovrgavanja jo§ daleko izvan dosega
nasih matematicko-logickih spoznaja. Ono §to znamo jest da ne postoji
¢arobno pravilo ili ¢udotvorna formula koja proizvodi proste brojeve, no
ipak proste brojeve volimo traziti u nekim specijalnim oblicima, bilo da
se radi o egzaktnoj formuli, svojstvu ili vanjskom izgledu koje moraju
zadovoljiti. U ovom radu éemo predstaviti samo neke oblike prostih te
ukazati na njihovu raznovrsnost. Istrazivanje razli¢itosti prostih brojeva
ponekad nalikuje dobroj umnoj gimnastici, no s vremenom to prerasta
i snazno potic¢e razvoj teorije brojeva i teorije algoritama te nalazi ucin-
kovitu primjenu u kriptografiji. Ne ¢udi stoga §to su se proucavanjem
razli¢itih oblika prostih brojeva bavili, a i danas se time bave, mnogi
amateri koji su doprinijeli razvoju znanosti.

Kljucni pogmouvi: oblici prostih brojeva, testiranje prostosti

1 Faktorijelni i primorijalni prosti brojevi

Prostih brojeva ima beskona¢no mnogo. Dokaz te vazne tvrdnje bio je
poznat veé starim Greima, a nalazimo ga u 9. knjizi Euklidovih Eleme-
nata iz 3. st. pr. Kr. Temelji se na ideji da pretpostavka o konacnosti
skupa prostih brojeva povlaci egzistenciju novog prostog broja. Dakle,
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ako bi {p1,...,px} bio skup svih prostih brojeva, onda broj py - - - py + 1
ima prosti djelitelj ¢ koji je o¢ito razli¢it od p; zasve i = 1,..., k. Stoga
zaklju¢ujemo da je pretpostavka o postojanju kona¢no mnogo prostih
brojeva kriva. Ovu ideju mozemo iskoristi upravo u konstrukciji novih
prostih brojeva. Tako se prost broj oblika p,f 41, gdje je pof =p1 - Pn
umnozak prvih n prostih brojeva, zove primorijalan prost broj. Prvih ne-
koliko primorijalnih prostih brojeva su 5, 29,2309, 30629 (oblika p,f — 1
zan = 2,3,50) te 3,7,31,211 (oblika p,f+ 1 za n = 1,2,3,4). Naj-
veéi do sada poznati primorijalni prost broj je p, — 1 za n = 1098133
pronaden 2012. godine i ima 476 311 znamenki.

Uz malu modifikaciju, prosti brojevi se traze i u obliku n! + 1. Njih
nazivamo faktorijelnim prostim brojevima. Prvih nekoliko faktorijelnih
prostih brojeva su 7,23,719,5039 (oblika n! — 1 za n = 3,4,6,7) te
2,3,7,39916801 (oblika n! +1 za n = 1,2,3,11). Najveéi do sada pro-
nadeni faktorijelni prost broj je iz 2016. godine. Oblika je n! — 1 i ima
1015 843 znamenke.

2 DMersenneovi prosti brojevi

Marin Mersenne (1588. — 1648.) bio je francuski svecenik, teolog, filozof i
matematicar. Kao matematic¢ar bavio se razli¢itim granama matematike
te se aktivno dopisivao s mnogim istaknutim znanstvenicima toga vre-
mena kao §to su René Descarte Etienne Pascai Pierre de Ferma
Do danas je najvise ostao upaméen po prirodnim brojevima oblika

M,=2"—1,neN, (1)

koji su, njemu u ¢ast, prozvani Mersenneovim brojevima. Prosti bro-
jevi oblika nazivaju se Mersenneovi prosti brojevi. Jednostavno je
pokazati sljedecu tvrdnju.

Propozicija 1. Ako je Mersenneov broj M,, prost, onda je n prost broj.

Dokaz. Pretpostavimo da je n slozen broj, odnosno n = mk, za neke
m,k € N, m, k> 1. Tada je

Mn — (Qm)k _1= (2m _ 1) ((2m)k71 4 (Qm)k72 et 2m 4 1) ;
odnosno M, je slozen broj. O

Obrat prethodne tvrdnje ne vrijedi. Naime, 21 —1 = 2047 = 23 - 89,
a to je ujedno i najmanji slozen Mersenneov broj s prostim eksponentom.

Mfrancuski matematicar, fizi¢ar i filozof, 1596. — 1650.
2francuski matematicar i poreznik, 1588. — 1651.
3francuski matemati¢ar i pravnik, 1601. — 1665.
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U svojoj knjizi Cogitata Physico-Mathematica iz 1644. godine Mersenne
je naveo da su brojevi oblika prostizan =2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31,
67, 127, 257 te da su to svi prosti za n < 257. No, brojevi Mgy i Mas7 su
slozeni i tesko je da to mozemo uzeti za pogresku matematic¢aru 17. sto-
lje¢a bududi se radi o brojevima s 21, odnosno 78 znamenki. Uz broj Mg
veZe se zanimljiva prica. Na znanstvenom skupu Americkog matematic-
kog drusta (AMS) 1903. godine, F. N. Col<f| je odrzao priopéenje pod
naslovom On The Factorization of Large Numbers (O faktorizaciji veli-
kih brojeva). Njegovo se predavanje sastojalo samo od toga da je s jedne
strane ploce izra¢unao potenciju 2%7 te oduzeo broj 1, a s druge pomno-
zio brojeve 93 707 721 i 761 838 257 287 te na iznenadenje mnogih dobio
isti broj. Nakon predavanja bez rijeci, uslijedio je gromoglasan pljesak te
pitanje koliko mu je trebalo da nade te faktore. Cole je odgovorio— Three
years of Sundays (Tri godine nedjelja). Njemu u ¢ast AMS je ustanovio
nagradu koja se naziva Cole Prize.

Sredinom 20. stoljeca Mersenneova lista prostih brojeva oblika (1)
¢iji je eksponent manji ili jednak 257, bez dva navedena izuzetka, nado-
punjena je s jos tri prosta broja, Mgy, Mgy i Myg7.

Danas su Mersenneovi prosti brojevi vrlo aktualni jer su najveéi pro-
nadeni prosti brojevi upravo oblika (1). Prema broju znamenki veliki
prosti brojevi se svrstavaju u tri skupine: titanski (s barem 103 zna-
menki), gigantski (s barem 10° znamenki) i megaprosti (s barem milijun
znamenki). Najveé¢i do sada poznati megaprost broj, s vise od 24 mi-
lijuna znamenki, upravo je Mersenneov: 282589933 _ 1 Pronaden je
nedavno, u prosincu 2018. Do sada je poznato to¢no 51 Mersenneovih
prostih brojeva a viSe o tome moZe se saznati na stranicama projekta
GIMPS (Great Internet Mersenne Prime Search).

Razlozi §to se ogromni prosti, odnosno megaprosti, traze u obliku
su u tome §to niz Mersenneovih brojeva izuzetno brzo raste, §to se moze
nesto re¢i o djeliteljima Mersenneovih brojeva, te §to postoje ucinkoviti
algoritmi upravo za tu vrstu brojeva.

Propozicija 2. Ako je q prosti djelitelj Mersenneovog broja M, gdje je
p prost, onda je ¢ = 2kp + 1, za neki cijeli broj k.

Za dokaz prethodne tvrdnje trebaju nam neki vazni i dobro poznati
rezultati teorije brojeva.

Teorem 3 (Mali Fermatov teorem). Ako su a,p € N, p prost broj i p
ne dijeli a, tada je aP~1 =1 (mod p).

Definicija 4. Neka su a i n relativno prosti prirodni brojevi. Najmanyi

4americki matematicar, 1861. — 1926.
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prirodan broj d sa svojstvom da je a® = 1 (mod n) zove se red od a
modulo n.

Propozicija 5. Neka je d red od a modulo n. Tada za prirodni broj k
vrijedi a™ =1 (mod n) ako i samo ako d dijeli m.

Dokaz Propozicije[d Kako je ¢ prost, i o¢ito neparan, prema Teoremu
slijedi da ¢ dijeli broj 2¢=! — 1. Prema pretpostavci propozicije ¢ dijeli
i broj M), = 2P — 1. Nadalje, jer je p prost broj slijedi da je p najmanji
prirodan broj za kojeg je 27 = 1 (mod ¢), odnosno p je red broja 2
modulo g. Stoga prema Propoziciji [j] slijedi da p dijeli ¢ — 1, odnosno
2p dijeli ¢ — 1 bududi da je ¢ — 1 paran broj a p neparan. Dakle, postoji
k € N za koji je ¢ = 2kp + 1. O

Za ispitivanje prostosti Mersenneovih bojeva moze se koristiti tzv.
Lucas—Lehmer test prostosti, kra¢e zvan LLT. Izvorno ga je osmislio Edo-
uard Lucasﬂu drugoj polovici 19. stolje¢a a usavrsio Derrick Henry Leh-
meIEI u 30-tim godinama 20. stolje¢a. Algoritam se temelji na sljedec¢em
teoremu.

Teorem 6 (LLT). Neka je p neparan prost broj i (s,) niz rekurzivno
zadan sa s, = s2_, —2, zan > 1 pri ¢emu je so = 4. Tada je M, prost
broj ako i samo ako vrijedi s,_o =0 (mod M,).

Slozenost prethodnog algoritma, ukoliko se koristi standardni algo-
ritam za mnozenje, je O(p?). Samo za usporedbu, spomenimo da bi
slozenost klasi¢nog algoritma dijeljenjem bila O(2P/2).

Primjer 1. Provedimo LLT test prostosti na broj M; = 27 — 1 = 127.
Prema Teoremu |§| M7 je prost ako i samo ako je s5 = 0 (mod My).
Racunamo vrijednosti niza (s,,) modulo Mz:

so =4,

s =42 —2 =14,

59 =142 —2 =194 =67 (mod 127),

53 =677 — 2 =4487 =42 (mod 127),

54 =422 —2=1762 =111 (mod 127),

s5=1112 -2 =12319=0 (mod 127).

Stoga nam LLT test daje da je My = 127 prost broj.

Uz Mersenneove proste brojeve vezu se jo§ mnoge slutnje. Navodimo
neke od njih.

Sfrancuski matematicar, 1842. — 1891.
6americki matematicar, 1905. — 1991.
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Slutnja 1. Postoji beskonacno mnogo Mersenneovih prostih brojeva.

O prethodnoj slutnji Richard K. Guyﬂkaie: Njihov je broj nedvojbeno
beskonacan, ali nam je dokaz beznadno izvan dosega.
Slutnja 2 (Wagstaf@. Neka je M(x) broj prostih p < x za koje je M,

prost. Tada je
.

M(z) =~ li—?lnlnx,

odnosno
M(z) ~ 2.56951In1n z,

pri ¢emu je v Euler - Mascheronijeva konstanta.

Slutnja 3 (Batemarﬂ Selfridgdfl7 Wagstaft). Neka je p neparan prost
broj. Tada je ekvivalentno:

1. M, je prost.

2. Sljedecée dvije tvrdnje su obje istinite ili obje laZne:
1
(a) 5(2’) + 1) je prost.

(b) p je oblika 2% 41 ili 4% + 3.
Slutnja 4. Svaki element niza Mersenneovih brojeva

22 -1=3,22-1=7 2"—-1=127, 212" —1=170...727, ...
N—_———
39 znamenksi
je prost.

Sljedeéi ¢lan niza danog u Slutnji 4| ima vige od 103® znamenki pa jos
uvijek nije moguce ispitati njegovu prostost.

3 Fermatovi prosti brojevi

Pierre de Fermat jedan je od najznamenitijih francuskih matematicara
iz prve polovice 17. stoljeca. lako se matematikom bavio kao amater,
jer je po zanimanju bio pravnik, uvelike je pridonio razvoju teorije bro-
jeva te ga se s razlogom smatra ocem moderne teorije brojeva. Radove
nije objavljivao, ve¢ su oni postali poznati preko njegove koresponden-
cije s drugim matematic¢arima te kroz njegove zabiljeske na marginama
Bachetovogizbrijevoda Diofantove Aritmetike.

Tpritanski matemati¢ar, 1916.

8Samuel S. Wagstaff Jr., ameri¢ki matemati¢ar, 1945.

9Paul T. Bateman americki matemati¢ar, 1919. — 2012.

10John L. Selfridge, ameri¢ki matematicar, 1927. — 2010.

HClaude Gaspard Bachet de Méziriac, francuski matematicar, lingvist i pjesnik,
1581. — 1638.
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Poznato je da je i sam Fermat prou¢avao Mersenneove brojeve ([1).
Malom modifikacijom, zamjenom minusa u plus, Fermat se zainteresirao
za brojeve oblika 2" + 1.

Propozicija 7. Ako je 2% + 1 neparan prost broj, tada je k potencija
broja 2.

Dokaz. Pretpostavimo da k nije potencija broja 2, odnosno pretposta-
vimo da k ima neparnog prostog djelitelja. Dakle, & = mp za neki
neparan prost broj p i prirodan broj m. No, tada 2™ 4+ 1 dijeli 2™ + 1.

Pokazali smo da ako k nije potencija broja 2, onda je 2% + 1 slozen.
Obrat po kontrapoziciji glasi, ako je 2¥ 4+ 1 prost, onda je k = 2" za neki
nenegativan cijeli broj n, §to je trebalo pokazati. O

Broj oblika
fn:22 +1, n €Ny (2)

zove se Fermatov broj, odnosno Fermatov prost broj ako je prost.
Fermat je znao da su prvih 5 brojeva ovog oblika prosti:

fO :37 fl :5a f2 = 17a f3 :257a f4 :655375

te na temelju toga iznio slavnu slutnju da su svi brojevi oblika prosti.
No, 1732. godine Eule?|je pokazao da 641 dijeli broj f5 = 4294967 297
i StoviSe ustanovio kako izgledaju djelitelji Fermatovih slozenih brojeva.

Teorem 8 (Euler). Neka je p prost djelitelj od f,,. Tada jep = k2" 141,
za neki k € N.

Dokaz. Bududi da p dijeli 22" + 1, slijedi da p dijeli i
22" = (22" +1)(2¥" - 1),

odnosno 22" =1 (mod p). Stoga prema Propoziciji 5] slijedi da red d
broja 2 modulo ¢ dijeli 2"t tj. d = 2™, m < n+ 1. Ako pretpostavimo
da je m < n+ 1, tada i za visekratnik 2" od d vrijedi 22" =1 (mod p).
Stoga p dijeli dva uzastopna neparna broja 22" — 1 i 22" + 1 §to je
nemoguce pa je i nasa pretpostavka da je m < n + 1 pogre$na. Dakle,
red broja 2 modulo p je d = 27+,

Kako je prema Malom Fermatovom teoremu, 2°~* = 1 (mod p), slije-
di da 2"*! dijeli p — 1, odnosno p = k2" + 1, k € N. O

Do danas je ustanovljeno da su Fermatovi brojevi f, za 5 < n < 32
slozeni, za fs3 nije ustanovljeno je li prost ili sloZen, a za 266 vrijednosti
broja n za koji je 33 < n < 3329780 poznato je da je f, slozen. S obzirom
na ove empirijske podatke uz Fermatove brojeve se vezu slutnje:

121,eonhard Euler, §vicarski matemati¢ar, fizicar i astronom, 1707. — 1783.
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Slutnja 5. Skup Fermatovih prostih brojeva je konacan.
Slutnja 6. Skup Fermatovih sloZenih brojeva je beskonacan.

Najjednostavniji test prostosti koji se primjenjuje na Fermatove bro-
jeve je Pépinod™] test.

Teorem 9 (Pépinov test). Neka je n > 1. Fermatov broj f, je prost
broj ako i samo ako f, dijeli broj 33(fn=1) 4 1,

Primjer 2. Pépinov test provodi se uzastopnim modularnim kvadrira-
. . 1 .

njem. Konkretno, broj a = 32(/»=1) mod f, racunamo pomocu sljedeceg

algoritma:

za i=1 do 2" — 1 ralunaj a:=a®mod f,.

Za n = 4, dobivamo a = 65536, odnosno a+1 =0 (mod f4),azan=>5
jea=103243031ia+1# 0 (mod f4). Pépinov test nam sada potvrduje
poznatu ¢injenicu da je f4 prost, a f5 slozen.

Za ispitivanje prostosti moguéih djelitelja Fermatovih brojeva, od-
nosno brojeva oblika & - 2™ 4 1, moZe posluziti sljedeéi test.

Teorem 10 (Prothoﬂ teorem). Neka je N =Fk-2"+1i2" >k, te
neka je a € Z takav da N | (aN=1/2 +1). Tada je N prost broj.

Uoc¢imo da Teorem [10]za N = f,, i a = 3 upravo daje Pépinov test.
Francois Proth bio je francuski seljak iz okolice Verduna te samouki
matemati¢ar. Proth je jo§ jedan izvrstan primjer kako doprinos u ma-
tematici, odnosno specijalno teoriji brojeva, moze dati amater. Njemu
u Cast su brojevi oblika k- 2™ + 1 za m € Ni k < 2™ nazvani Prot-
hovi brojevi, a ako produ test Teorema [I0] onda su to Prothovi prosti
brojevi. Na stranici http://www.prothsearch.com/ moze se na¢i popis
svih prostih oblika k2™ + 1 te provjeriti status faktorizacije poopcéenih
Fermatovih brojeva, a®” + b%".

Zanimljivo je da svaki do sada ispitan slozen Fermatov broj ima me-
dusobno razli¢ite proste faktore. Zato se pretpostavlja da vrijedi sljedece:

Slutnja 7. Fermatovi sloZeni brojevi su kvadratno slobodni.

13 Jean Francois Théophile Pépin, francuski matemati¢ar, 1826. — 1904.
Francois Proth, 1852. — 1879.
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4 Fibonaccijevi prosti brojevi

Leonardo Pisand™®|znan jos i kao Leonardo Bonacci ili Leonardo iz Pise,
najpoznatiji je pod nadimkom Fibonacci koji predstavlja skra¢enicu od
filius Bonacci (Bonaccijev sin), a kojeg mu je u 19. stolje¢u nadjenuo
talijanski povjesnicar G. Libri. Fibonacci je 1202. godine u svojoj knjizi
Liber Abaci predstavio Hindu-arapski brojevni sustav koji se nakon toga
brzo prosirio zapadnom Europom. Takoder je napravio listu prostih
brojeva iz intervala [10,100] te primijetio da je za testiranje prostosti
broja n dovoljno provjeriti ima li n prostih djelitelja manjih od y/n. No,
ipak prva asocijacija na Fibonaccija je sljedeéi niz prirodnih brojeva:

1,1,2,3,5,8,13,21,34, 55,809, ... (3)

Do tog niza Fibonacci je doSao proucavajuéi problem razmnozavanja
zeCeva u idealnim uvjetima:

U ograden prostor stavljen je jedan par zeceva, zecica i zec. Koliko
ée parova zeceva biti u tom prostoru nakon godine dana, ako znamo da
svaki mjesec jedan par zeceva okoti jos jedan par koji postaje aktivan tek
nakon dva mjeseca?

Rjesenje problema je niz koji zadovoljava sljede¢u rekurzivnu re-
laciju:

Fo=F,1+F, 2 n=>3

pri ¢emu je Fy = F, = 1 a nazivamo ga Fibonaccijevim nizom. F, je
n-ti Fibonaccijev broj. Mozemo, bez pretjerivanja, reéi da je ovo najpoz-
natiji niz brojeva koji se aktivno proucava sve do danas o ¢emu svjedoci
i znanstveni ¢asopis Fibonacci Quarterly. Osim u razli¢itim podrucjima
matematike, Fibonaccijevi brojevi mogu se naé¢i u prirodi, glazbi, od-
nosno umjetnosti opéenito, arhitekturi itd. gdje opisuju razli¢ite pravil-
nosti.

Fibonaccijevi brojevi zadovoljavaju vrlo mnogo identiteta. Posebno
se korisnom pokazala sljede¢a matri¢na jednakost

Foor F, 1 [0 11" .
=l e @
Racunanjem determinante u slijedi poznati Cassinijev identitet

F2+1 =FpFpe + (-1)"

n

iz kojeg mozemo procitati da su svaka dva uzastopna Fibonacijeva broja
relativno prosta. No, nas ponovo zanimaju prosti Fibonaccijevi brojevi.
U tu svrhu od koristi nam je sljedeéi teorem.

15talijanski matematiéar, 1175. — 1250.
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Teorem 11. F,, dijeli Fyy,,, za sve m,n € N.

Dokaz. 1z slijedi

F._1 0

Q" mod Fn[ 0 P

:| = diag(Fn—la Fn—1)~
Otuda je
Q™" mod F, = diag(F," 1, F" )

n—1y —

pa je Fp,, mod F, = 0 §to je i trebalo pokazati. O
Korolar 12. Ako je n > 4 i F,, prost broj, onda je n prost.

Obrat prethodnog korolara ne vrijedi, odnosno iz €injenice da je p
prost broj ne mora nuzno slijediti da je Fj, prost. Najmanji prost broj
p za koji je F, slozen je p = 19, Fyg = 4181 = 37 - 113. Zbog svega
navedenog proste brojeve u Fibonacccijevom nizu trazimo u podnizu
(Fp)pprost s jedinim izuzetkom Fy = 3 (jer je Fy = 1). Zasad je poznato
da su Fibonaccijevi brojevi F;, su prosti za to¢no sljedecée vrijednosti n =
3,4,5,7, 11, 13, 17, 23, 29, 43, 47, 83, 131, 137, 359, 431, 433, 449,
509, 569, 571, 2971, 4723, 5387, 9311, 9677, 14431, 25561, 30757, 35999
i 81839. Kao i za mnoge druge oblike prostih brojeva i ovdje se sluti da
ih je beskona¢no mnogo.

Slutnja 8. Postoji beskonacno mnogo Fibonaccijevih prostih brojeva.

5 Sophie Germain prosti brojevi

Sophie Germain@ je bila jedna od prvih matematicarki u povijesti. Sa-
mostalno se educiravsi podigla je svoju matematicku pismenost na razinu
s koje je mogla suradivati s najuglednijim matematicarima tog vremena,
LagrangeomE]i Gaussomﬁi to sa svega osamnaest godina. Prva pisma
je bila prisiljena pisati pod pseudonimom mugkarca te su se oba mate-
maticara iznenadili kada su shvatili da je rije¢ o zeni. Lagrange je neke
njezine rezultate zapisao u knjizi Théorie des nombres (Teorija brojeva).
Takoder je dobila nagradu Academie des Sciences. Sophie Germain je
hrabro zakoracila u svijet znanosti i uvelike pridonijela razbijanju tradi-
cionalne predrasude da je matematika rezervirana iskljucivo za muskarce
te je pokazala svijetu da i Zzene mogu pridonijeti znanosti, §to je za to
vrijeme bio veliki iskorak. Pocasni doktorat primila je posthumno za §to
se osobno zauzeo sam Gauss.

16francuska matematicarka, 1776. — 1831.
17 Joseph-Louis Lagrange, talijanski matemati¢ar i astronom, 1736. — 1813.
18Carl Friedrich Gauss, njemacki matemati¢ar, 1777. — 1855.
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Sophie Germain pokazivala je izniman interes za teoriju brojeva. Go-
dine 1832. dokazala je specijalan slucaj Velikog Fermatovog teorema koji
kaze da jednadzba z™ + y™ = 2" za prirodan broj n > 2 nema rjeSenja
u skupu prirodnih brojeva. gtoviée, njezin rad na Velikom Fermatovom
teoremu rezultirao je tim da se njegov dokaz treba dijeliti na dva slucaja:
prvi u kojem su z, y, z i p relativno prosti te drugi u kojem p dijeli barem
jedan od =, y i z.

Teorem 13 (Germain). Neka je p prost broj takav da je 2p + 1 takoder
prost. Tada ne postoje x,y,z € N takvi da p ne dijeli ni jedan od njih i
da je xP 4+ yP = 2P.

Prost broj p sa svojstvom iz Teorema[I3] odnosno takav da jei2p + 1
prost, naziva se Sophie Germain prost broj. Prvih dvadeset Sophie Ger-
main prostih brojeva je

2,3,5,11,23,29,41, 53,83, 89, 113, 131, 173, 179, 191, 233, 239, 251, 281, 293.

Najveéi poznati Sophie Germain prost broj ima 388342 znamenke, a
otkriven je 2016. godine. Sluti se da ih je beskonatno mnogo.

Slutnja 9. Postoji beskonacno mnogo Sophie Germain prostih brojeva.

Sophie Germain prosti brojevi se primjenjuju u kriptografiji javnog
klju¢a. Na primjer, kod RSA kriptosustava sigurnost se zasniva na ¢i-
njenici da je tesko faktorizirati veliki slozen broj. Konkretno, u sluc¢aju
ovog kriptosustava weliki slozeni broj je oblika n = pg gdje su p i q ve-
liki prosti brojevi pri ¢emu atribut veliki oznacava brojeve s vise stotina
znamenki. Medutim, veli¢ina ovih brojeva nije sama po sebi dovoljna za
sigurnost ovog kriptosustava jer postoje algoritmi za faktorizaciju koji
relativno lako odreduju proste faktore ukoliko su oni specijalnog oblika.
Jedan od njih je Pollardov p-algoritam koji lako pronalazi trazenu fak-
torizaciju, ako je barem jedan od brojeva p — 1 i ¢ — 1 jednak umnosku
malih prostih brojeva. Takav je, na primjer, p = 109 jer je 108 = 22 - 33.
Prosti brojevi p oblika 2s + 1, gdje je s prost broj, otporni su, odnosno
sigurni na ovaj algoritam. Stoga se prost broj oblika p = 2s + 1 takav
da je s prost zove siguran prost broj. OcCito je p = 2s + 1 siguran ako i
samo ako je s Sophie Germain prost broj.

6 Wilsonovi prosti brojevi

John Wilsonﬁ je u teoriji brojeva zapamdéen po teoremu koji karakteri-
zira proste brojeve iako je taj teorem bio poznat arapskom matematicaru

engleski matematigar, 1741. — 1793.
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Alhazenu@ sedam stoljeca prije te Leibnizu@ stoljeée prije. Prvi ga je
dokazao Lagrange.

Teorem 14 (Wilsonov teorem). Broj p je prost ako i samo ako p dijeli
(p—1D!+1.

Dokaz. Tvrdnja ocito vrijedi za p € {2,3}. Zato pretpostavimo da je
p > 51 p prost broj. Uoc¢imo da za svaki a € {2,3,...,p — 2} postoji
jedinstven b € {2,3,...,p — 2} takav da je b # a i ab = 1 (mod p).
Zaista, linearna kongruencija ax = 1 (mod p) ima jedinstveno rjesenje
modulo p jer je ged(a, p) = 1. Nadalje, z = a ako i samo je a € {1,p—1}.
Stoga, skup {2,3,...,p — 2} moZemo grupirati u parove elemenata ¢iji
je umnozak kongruentan 1 modulo p i zakljuciti da je

2:3---(p—2)=1 (mod p).

Otuda je (p — 1)! = —1 (mod p).

S druge strane, ako pretpostavimo da je p sloZen broj, tada su svi
pravi djelitelji od p iz skupa {2,3,...,p — 1} pa ne moZe vrijediti da je
(p—1)!'=-1 (mod p). O

Wilsonov teorem karakterizira proste brojeve, no u praksi je neucin-
kovit. Najveéi prost broj ¢ija je prostost pokazana pomocéu Wilsonovog
teorema je 1099511628401 (prema [9]).

Wilsonov teorem posluzio je i kao inspiracija za proste brojeve p koji
zadovoljavaju uvjet

(p—1!'=-1 (mod p?).

Oni se nazivaju Wilsonovi prosti brojevi. Jedini poznati Wilsonovi prosti
brojevi su 5, 13, 563 te su ujedno i jedini u intervalu (1,5 - 10%). Nagao
ih je Karl Goldberg 1953. godine koriste¢i rana elektronicka racunala.
Usprkos ¢injenici da su poznata samo tri Wilsonova prosta broja, pos-
tavljene su sljedecée slutnje:

Slutnja 10. Postoji beskonaéno mnogo Wilsonovih prostih brojeva.
1

Slutnja 11. Vjerojatnost da je prost broj p Wilsonov jednak je —.
p

Ocekuje se da bi ¢etvrti Wilsonov prost broj trebao biti reda veli¢ine
5-10%3, a za to ipak jo¥ treba prifekati neko vrijeme.

20Hasan Ibn al-Haytham, arapski matemati¢ar, astronom i filozof, 965. — 1040.
21 Gottfried Wilhelm Leibniz, njemacki matematicar i filozof, 1646.— 1716.
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7 Igranje sa znamenkama

7.1 Palindromski prosti brojevi

Palindrom (od grckog palindromos) ili obrtaljka je naziv za dio teksta
koji ¢itan od pocetka prema kraju ili obrnuto glasi jednako. Nas zani-
maju numericki palindromi, odnosno brojevi koji procitani s desna na
lijevo i s lijeva na desno predstavljaju isti broj. Palindromski prosti broj
je broj koji je palindrom i prost. Svi jednoznamenkasti prosti su, na-
ravno, palindromski prosti brojevi. Jedini dvoznamenkasti palindromski
prost broj je 11. To je ujedno i jedini palindromski prost broj s parnim
brojem znamenki. Zaista, za palindrom m = ZoZ1 - T,Zn - - T1Zg, pPri
¢emu su xg, ..., T, znamenke broja m i n > 1, vrijedi da je

m = xo (10*" 1 4+ 1) +21 (10*™ +10) + - - - + z,, (10" +10™).
~—_—————

11 11| 11

Stoga zaklju¢ujemo da je svaki palindrom s parnim brojem znamenki
ve¢im od 3 djeljiv s 11.

Postoji petnaest troznamenkastih prostih brojeva koji su palindromi.
To su 101, 131, 151, 181, 191, 313, 353, 373, 383, 727, 757, 787, 797, 919
i 929.

Najveéi poznati palindromski prost broj je otkrio Harvey Dubner
2004. i on je 10129016 4 1723271 - 1059905 1 1 broj s vise od 120 tisuca
znamenki.

7.2 Pandigitalni prosti brojevi

Pandigitalni broj je cijeli broj koji u svom dekadskom zapisu sadrzi svaku
od znamenki 0,1, 2, 3,4,5,6,7,8,9 barem jednom. Naziv pandigitalni sa-
stavljen je od rije¢i pan grékog podrijetla koja se koristi kao prefiks u
slozenicama sa znacenjem: sve, sav, sva, te od engleske rije¢i digit —
znamenka. Stoga pandigitalan broj mozemo nazvati i sveznamenkastim
brojem. Najmanji pandigitalni broj je 1023456789 i ocito je slozen jer je
zbroj njegovih znamenki jednak 45. Jasno je da isto vrijedi i za sve druge
pandigitalne brojeve koji su dobiveni permutacijom znamenki. Zanimaju
li nas takvi prosti brojevi moramo dodati jo§ barem jednu znamenku. Pr-
vih nekoliko pandigitalnih prostih brojeva su 10123457689, 10123465789,
10123465897, 10123485679, ... Najmanji pandigitalni prost broj koji je
ujedno i palindrom je 1023456987896543201.

7.3 Repunit prosti brojevi

Repunit je broj ¢ije su sve znamenke 1, na primjer 11, 111, itd. SloZenica
repunit je nastala od engleskih rijeci repeated i unit. Oznaka za repunit
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je R, pri ¢emu je n broj znamenki. Prostost broja R,, ovisit ¢e o fakto-
10" -1

rizaciji broja 10™ — 1 jer je R, = . Repunit broj R,, moze biti
prost broj samo ako je n prost broj pri ¢emu obrat, naravno, ne vrijedi.
Poznato ih je vrlo malo, samo njih 5, za n € {2,19,23,317,1031}, no

ipak se pretpostavlja da bi ih moglo biti beskona¢no mnogo.
Slutnja 12. Postoji beskonacéno mnogo repunit prostih brojeva.

Postoji jos nekoliko kandidata za repunit proste brojeve i oni su
Ra90s1, Rsea53, Ro70343 1 Ra70343. Za njih je poznato da su wjerojatno
prosti §to znali da kandidati za proste brojeve zadovoljavaju odredene
probabilisticke testove prostosti. Konkretno, ovi brojevi zadovoljavaju
testove koji se zasnivaju na Malom Fermatovom teoremu.

7.4 Cirkularni prosti brojevi

Prosti broj je cirkularan ili kruZeéi ako nakon svake ciklicke permutacije
njegovih znamenki dobivamo opet prost broj. Na primjer, 1193 je cirku-
laran prost broj jer su i njegove ciklicke permutacije, 1193, 1931, 9311,
3119, prosti brojevi. Jasno je da cirkularni prosti ne mogu sadrzavati
niti jednu parnu znamenku te znamenku 5 i stoga ih mozemo konstru-
irati jedino od znamenki 1,3,7,9. Nadalje, oCito je da je svaki repunit
prost broj ujedno i cirkularan prost. Svi cirkularni prosti manji od 1023
su: 2, 3,5, 7, Re, 13, 17, 37, 79, 113, 197, 199, 337, 1193, 3779, 11939,
19937, 193939, 199933, Rig, Ra3, Ra17, R1031 Ragos1, Rseas3, R109207 1
Ra70343-
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