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Mudrost mnostva i primjene

Goran Kovacevic¢

Sazetak

Mudrost mnostva je fenomen koji se temelji na opazanju da je
prosjek procjena vece grupe ljudi ¢esto vrlo to€na procjena, ponekad
Cak i toCnija od procjene nekog strucnjaka.

Objasnjenje je jednostavno: ljudi su razli€iti pa grijeSe na razliite
nacine — neki precjenjuju, a neki podcjenjuju, pa se zajednicki prosjek
vecih skupina ljudi obi¢no stabilizira oko stvarne vrijednosti.

U radu se prikazuju dva jednostavna primjera: procjena mase vola i
odredivanje poloZaja nestale podmornice. Pokazuje se i kako se
fenomen moze matematicki modelirati — primjenom teorema srednje
vrijednosti za odredeni integral. Zatim se razmatraju sloZenije
mogucénosti primjene, u ocjenjivanju ucenika i pri rangiranju
internetskih stranica.

Kljuéni pojmovi: mudrost mnoStva, kolektivna procjena, prosjek,
teorem srednje vrijednosti, ocjenjivanje ucenika, rangiranje
internetskih stranica, metoda najmanjih kvadrata

1 Procjena mase vola — Francis Galton (1906.)

Na seoskom sajmu u Plymouthu pogadala se masa vola nakon
klanja i obrade. Sudjelovalo je 787 osoba, a bilo je 774 valjane
procjene mase vola. Stvarna masa vola bila je 1198 funti, odnosno
543,404 kilograma.

Aritmeti¢ka sredina svih procjena tj. prosje¢na procjena mnostva
iznosila je 1197 funti, odnosno 542,95 kilograma. Dakle, prosje¢na
procjena mase vola skupine od 774 osobe se od stvarne mase vola
razlikovala samo za oko pola kilograma.

Galtonov eksperiment nije samo zanimljiva anegdota. U sljede¢em
odjeljku ¢emo pomodéu teorema o integralnoj srednjoj vrijednosti
objasniti pojavu ,mudrosti mnostva“ u ovom eksperimentu.



2 Veza s teoremom o integralnoj srednjoj vrijednosti

Teorem o integralnoj srednjoj vrijednosti kaze da za realnu funkciju
f koja je neprekidna na segmentu [a, b] c R postoji ¢ € [a, b] takav da
je

1 b
— [ reax=r©.

Primjenom tog vaznog teorema mogu se konstruirati slucajni uzorci
za koje vrijedi mudrost mnostva.

Pretpostavimo da se sve valjane procjene neke veli€ine Cija je toCna
vrijednost m krec¢u u rasponu od p do P. Grani¢ne procjene p i P ne
ovise 0 broju procjena i poznate su svim iskusnim procjeniteljima.
Stoga mozemo smatrati da svaka procjena pripada intervalu [p,P] i
daje m € (p, P).

Uzmimo da su p i P > p poznati brojevi i m bilo koji broj u intervalu
(p, P).

Uvidom u geometrijsko znaCenje teorema o integralnoj srednjoj
vrijednosti mozZe se zakljuCiti da za proizvoljne realne brojeve a i
b > a postoji neprekidna strogo rastu¢a surjekcija f:[a,b] = [p, P]
takva da je

1 b
mf f(x)dx = m.

Buduci da je m € (p, P), zbog neprekidnosti funkcije f (odnosno po
teoremu o meduvrijednostima), slijedi da postoji ¢ € (a, b) takav da je
f(c) =m.

Definicija 1. KaZzemo da je z slu¢ajan broj u intervalu [a, b] ako je
vjerojatnost da z upadne u neki podinterval intervala |[a,b]
proporcionalna duljini tog podintervala. Ako su vrijednosti neke
varijable x iskljucivo sluéajni brojevi iz [a, b], onda kaZzemo da x ima
jednoliku ili uniformnu razdiobu na [a, b].

Za svaki n € N formirat ¢emo niz uzoraka (U,) tako da U, sadrzi
samo jedan slu€ajni broj u intervalu [a, b], a za svaki n € N uzorak
U,+1 dobijemo tako da uzorku U,, pridruzimo jo$ jedan slucajni broj u
intervalu [a, b]. U dovoljno velikom uzorku se isti slu¢ajni brojevi mogu
pojaviti i viSe puta.

Za svaki n € N uzorak U,, sadrzi ngn) primjeraka broja xin) kojemu

se svaki put pridruzuje (ista) procjena y™” = f (xf")), n{™ primjeraka

broja xé") kojemu se svaki put pridruzuje (ista) procjena

yim = f(xgn)),..., sve do n™., primjeraka broja x™

) () kojemu se svaki

put pridruzuje (ista) prociena y™ —f(xlg’:,)l)), pri emu je

KM
™ 4 nl™ 44 n,(;(l,)l) =n (za neki k™ e€{1,..,n}, gdie k™



oznacava broj grupa takvih da istoj grupi pripadaju svi medusobno

)

jednaki izabrani slucajni brojevi). Dakle, x; € [a,b] zapravo

predstavlja svaku osobu koja daje procjenu y™ = f (xl.(”)).

Bez gubitka opcenitosti, mozemo pretpostaviti da je u svakom
uzorku (tj. za svakin € N):

(n) (n)

< x, ()

* < Xk(n),

odnosno

i <y <<yl

Npr. uzorak od sljedeéih 7 slu€ajno izabranih brojeva u intervalu
[0,1] (nakon uzlaznog sortiranja):
0,3, 0,4, 0,4, 0,7, 0,7, 0,7, 1
znaci da smo dobili jednu procjenu £(0,3), dvije procjene f(0,4), tri
procjene £(0,7) i jednu procjenu f(1). Tuje k7 =4
n?=1 n¥=2 =3 =1

=03 x"=04 x"=07 =1

Y7 =£03), ¥ =f04, ¥ =f07, 7 =FQ.

Ako se u slijedecem sluCajnom biranju odabere broj 0,5, nakon
uzlaznog sortiranja dobije se uzorak:
0,3, 0,4, 0,4, 0,5, 0,7, 0,7, 0,7, 1
u kojemu je k® =5 i
n®=1 n®=2 a®=1 2®=3 ®=1

@ =03 x®=04 P=05 P=07 D=1

yO =103, =04, ¥P=r05),
v =0, ¥®=fQ.

Oznacimo s s, prosjek n procjena dobivenih iz uzorka U,,. Tada je
k™
_ ( ), (n)
Sn= . My,
=1
Kako varijabla x funkcije f ima jednoliku razdiobu na [a, b], jasno je
da se niti jedna od mogucih procjena ne preferira u odnosu na ostale.
Pretpostavimo da n raste, odnosno da se veliCina uzorka izabranih
slugajnih brojeva u intervalu [a,b] poveéava. Onda i k™, koji

predstavlja broj razliitih procjena, (uglavnom strogo) raste. Dogadaj



" k?)' viefl,.., k™}

tada postaje sve vjerojatniji jer s porastom broja n raste i vjerojatnost
da se sve razliite procjene u prosjeku pojavljuju priblizno jednak broj
puta.

Stoga i dogadaj

n

k(n) L k™
(n) (n) )
z n; "y (n) z Vi
i=1

k™

1
~ m)
Sn ~ k(n) ; yi

s porastom broja n postaje sve sigurniji.
Takoder za dovoljno veliki n vrijedi:  x{™ ~ a, x» ~b i dy ~0,
i _ (n) (n)
gdjejed, = 1Sl_r£r}1{e(1r>l<)_1( i1 = X )
Prema tome, za dovoljno veliki n integral f:f(x)dx je priblizno
jednak donjoj Riemannovoj sumi funkcije f s &vorovima u to¢kama

x™, . (’8) pa je tada

odnosno dogadaj

(n) 1
f FOdx ~ 7 Z RICRER)]
S porastom broja n raste vjerojatnost da su &vorovi xf”), x%)

ravnomjerno rasporedeni unutar intervala [a, b] pa se tako poveéava i
vjerojatnost dogadaja
L m  b-a

S S N ey B

viefl,.. k™ -1}

odnosno
kM_q k™

ff(x)dx k(”) T Z yl k(n)z )

Prema tome, za dovoljno veliki n je
Sp & m.
Kako je limd, =0, moZzemo zaklju€iti da su procjene sve
n—-oo

raznolikije kako n raste.

Dakle, za svaki dovoljno veliki uzorak slu¢ajnih procjena (tj. uzorak
slu€ajnih vrijednosti funkcije f) u intervalu [p, P] je prosjek tih procjena
priblizno jednak m.



Ako za neki dovoljno veliki n € N prosjek procjena s,, ispadne jednak
ili priblizno jednak m, onda se dogodila mudrost mnostva.

Tako smo zapravo pokazali da za svaki ¢lan s, niza (s,) s dovoljno
velikim indeksom n vrijedi mudrost mnostva.

Prethodna analiza pokazuje da se mudrost mnosStva najCeSce
dogada kada su ispunjeni sljedeci uvjeti:

- ima mnogo valjanih procjena
- sve valjane procjene su dosta raznolike/raznovrsne.

U ovom kontekstu funkcija f predstavlja raspodjelu procjena (npr.
raspodjelu procjena mase vola u Galtonovom eksperimentu), a m
stvarnu vrijednost (npr. to€nu masu vola). Drugim rije€ima, rezultat
Galtonovog eksperimenta nije sluCajnost — matemati¢ki model
pokazuje da je pri dovoljno velikom broju raznolikih procjena njihov
prosjek uvijek blizu stvarne vrijednosti.

Primjer 1.  Odredimo neprekidnu strogo rastucu surjekciju
f:la,b] - [p, P]
oblika

_(filx) akojex € [a,c]
fe) = {fz(x) ako je x € [c,b]

gdje su
fi(x) = kix + 1y, fo(x) = kyx + 1,
i c € (a,b) takav daje f(c) =m = — [7 oo dx.

Treba odrediti konstante k4, l;, k,, 1, i c rjeSavanjem sustava:

( fl@=rp
fb)="pP
) fi(c) =m
f2(c)=m
b
Lfa f(x)dx =m(b — a)

Iz f(a) = p slijedi

kia+1l; =p,
odnosno
L, =p—kja.
Iz f(b) = P slijedi
k,b+1, =P,
odnosno
l, =P —k,b.

Onda iz jednadzbe f;(c) = m proizlazi
kic+p—kia=m,
odakle je



Sli¢no, jednadzba f,(c) = m daje
sz‘l‘P_kzb =m,
tj.

i _P—m
27 b—c’
Stoga je
I o—p—oq = _m—pa_pc—ma
| 1=p-Rka=p-—— A= —_
i
L —P—kbe=p P—mb_mb—Pc
27 27 b—c  b—-c
Dakle,
_m-—p pc —ma _P—m mb — Pc
fl(x)_c—ax —q fz(x)—b_cx‘l‘ P
a c odredujemo iz zadnje jednadzbe sustava:
b
[ 1@ =m - ),
a
odnosno
c b
f f1(x)dx + f fo(x)dx = m(b — a).
a c
Nakon integriranja dobivamo:
— + P-m)(b+
(m p;(c a)+pc—ma+( m;( C)+mb—Pc=m(b—a)

m—-p)(c+a)+ (P—m)(b+c)+ 2pc—2Pc=0
ma+pc—pa+Pb—Pc—mb=0
(P—p)c=Pb—pa—m(b—a)

_Pb—pa—m(b—a)
c= P p :

Nasli smo ¢ pa se dalje lako odreduju i sve ostale nepoznate
konstante.
Buduci da je m € (p, P), iz formule za c se lako vidi da je ¢ € (a, b),
pa je konstrukcija konzistentna (f je neprekidna strogo rastuca
funkcija i vrijedi f(c) = m).
Primjenom ovakve (po dijelovima linearne) funkcije f se u GeoGebri
lako generiraju slu€ajni uzorci brojeva u intervalu [p,P] Cija je
prosje¢na vrijednost priblizno jednaka m.



Primjena matematickih ideja pokazuje da mudrost mnostva nije
samo zanimljiv pokus sa sajma, ve¢ opci princip Sto se moze vidjeti i
u nesto drukcijem, ali Zivotno vaznom primjeru — potrazi za nestalom
podmornicom.

3 Nestanak podmornice Scorpion

AmeriCka nuklearna podmornica USS Scorpion je 1968. godine
nestala negdje u Atlantskom oceanu. Klasiche metode potrage nisu
uspjele, a mornarica je saznala samo grubu procjenu polozaja
podmornice. Tada je kapetan John Craven odlucio promijeniti pristup.
Umjesto da pita jednog ,najpametnijeg” struCnjaka, okupio je tim
eksperata razliCitih profila: fiziCare, inZenjere, vojne analitiCare,
meteorologe,... Nije poznato koliko je ¢lanova imao taj tim pa ¢cemo
pretpostaviti da je brojio n €lanova, za neki dovoljno veliki broj n.
Craven je svim Clanovima tima dao do tada poznate podatke o
nestanku podmornice i zamolio svakog od njih ponaosob procjenu o
njenom trenutnom poloZaju. Svaka osoba je dala svoju
~pretpostavljenu lokaciju“ kao to¢ku u prostoru.

Tocku (x,y,z) mozemo identificirati s trodimenzionalnim vektorom
7 kojemu je pocetak u tocki (0,0,0), a kraj u tocki (x,y, z), tj. mozemo
pisati

7 =(x,y,2).
Za pretpostavljene lokacije:
?1 = (xlr ylle)' ?2 = (xZ' yZ'ZZ)' L Fn = (xn' Yn Zn)
moze se izraCunati srednja vrijednost svih vektora (aritmeticki
prosjek):
n n

n n
R 1 1 1 1 L
a3y 7= (Y m Aty ) - @
i=1 i=1 i=1 i=1

To je toCka za koju je mnostvo (od n ljudi) — zajednicki gledano — u
prosjeku ,vjerovalo“ da je lokacija podmornice. lako nitko nije pogodio
to¢nu lokaciju, prosjek njihovih procjena (x,y, z) je bio udaljen samo
200 metara od mjesta na kojem je podmornica kasnije pronadena.
Zbrajanjem pogreSaka u procjeni lokacije svih stru¢njaka se umanjuje
utjecaj greSke svakog pojedinca. 1z tog razloga je prosje¢na procjena
grupe eksperata bila izuzetno to¢na.

S vojnih operacija prelazimo u Skolske klupe. Naime, u sljedeéem
odjeljku vidjet ¢emo kako se mudrost mnoStva moze iskoristiti u
obrazovaniju.

Bl

4 Mudrost mnostva u ocjenjivanju

Ocjenjivanje znanja ucenika Cesto se dozivljava kao subjektivan
proces. Mudrost mnoStva moze osigurati pravedniji i objektivniji
pristup.



Pretpostavimo da trazimo formulu za raCunanje konacne ocjene iz
matematike svakog u€enika jednog razreda s 30 ucCenika u sljedecem
obliku:

Y=a-t+f-z+Vy-aq,

gdje je:

Y — ukupna ocjena promatranog ucenika izrazena u bodovima od 0
do 100,

t — prosjec€an broj bodova tog u€enika na testovima, ako na svakom
testu ucenik moze sakupiti od 0 do 100 bodova,

z — postotak rijeSenih zadaca

a — aktivnost, tj. postotak to€nih odgovora na postavljena pitanja
profesora na nastavi.

Parametri a, § i y su ham za sada nepoznati. Nazivaju se tezinskim
koeficijentima, odnosno krace tezinama. Trazit ¢emo da za te brojeve
vrijedi:

a,f,y=0
[
a+pf+y=1.

Odredit ¢emo ih na sljedeéi nacin. lzabrat ¢emo odredeni broj
ucenika razreda, npr. 10.

Zamolit ¢emo sve ucCenike u tom razredu da iskreno procijene
znanje svakog od izabranih u¢enika bodovima od 0 do 100. Za svakog
od izabranih 10 u€enika ¢emo zbrojiti sve dobivene bodove i rezultat
podijeliti s 30. Tako ¢emo dobiti njihove prosjecne procijenjene
ukupne ocjene. Neka Y; oznadava prosjednu procijenjenu ukupnu
ocjenu i-tog od izabranih 10 u€enika za i € {1,2, ...,10}. Dakle, u ovom
primjeru pretpostavljamo da svaki u€enik daje procjenu znanja svojih
kolega, pa konacnu procjenu pojedinog ucenika dobivamo kao
prosjek svih zaprimljenih ocjena. Takav postupak moze se povezati s
pojmom mudrosti mnostva jer skup procjenitelja djeluje kao ,kolektivni
sud” koji, u prosjeku, moze biti tocniji od pojedinacne procjene.

Ipak, ima samo 30 procjenitelja, a procjene vjerojatno nisu u
potpunosti neovisne jer se ne mogu sa sigurnoScu iskljuciti pristranosti
uCenika (tj. medusobna prijateljstva ili animoziteti). Osim toga,
,najpravednija“ ocjena svakog ucCenika nije poznata pa ne mozemo
izravno provijeriti tocnost kolektivne procjene.

Zato ovdje mudrost mnoStva ne treba shvatiti doslovno, nego u
Sirem smislu — kao ideju da se kombiniranjem viSe razli€itih misljenja
smanjuje utjecaj pojedinacnih pogresaka.

Tezinske koeficijente a, B i y mozemo odrediti metodom najmanijih
kvadrata. Ta metoda omogucuje da se tezinski koeficijenti najbolje
prilagode dobivenim kolektivnim procjenama. Traze se «a, B i y koji
minimiziraju funkciju pogreske:
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~ 2
Error(a, B,y) = Z[Yl — (at; + Bz; + )/ai)]
i=1

i zadovoljavaju uvjete
a, B,y =0, a+f+y=1.

To je tzv. problem optimizacije, toCnije problem minimuma
kvadratnog programiranja. Ovaj problem nije previSe kompliciran jer
ima samo 3 nepoznanice. KoristeCi uvjet a + 8 +y =1, mozemo
jednu nepoznanicu izraziti pomoc¢u preostalih pa tako dobiti problem s
dvije nepoznanice. Ako se jo$ i pojednostavni funkcija pogreske,
dobije se sljedeci problem:

Error(a, B) = Cia? + C,B% + Czaf + Cya + Csf + Cy

S uvjetima

a,fB =0, a+p <1,

i poznatim konstantama (j,...,Cs. Primijetimo da konstante C;, C, i
Ce¢ ne mogu biti negativne. Pokazimo na jednom jednostavnom
primjeru kako se rjeSava takav problem. U primjeru ¢emo funkciju
pogreSke oznaciti sa z, a umjesto a i B koristit ¢emo uobiajene
oznake varijabli: x i y.

Primjer 2. Odredimo najmanju vrijednost funkcije
z=x*+y*’+xy—x+y
u podrucju D odredenom nejednadzbama:
x,y =0, x+y <1

Zadano podrucje D je trokut (s vrhovima u to¢kama (0,0), (1,0) i
(0,1)) koji je oCito omeden i zatvoren skup. Lako se vidi da je zadana
funkcija diferencijabilna na R, dakle i u svakoj toCki podrucja D jer je
D c R. Stoga svaku svoju ekstremnu vrijednost poprima ili u nekoj
svojoj stacionarnoj tocki ili u grani¢noj tocki tog trokuta.

Trazimo stacionarne tocke funkcije z. Odredujemo njene parcijalne
derivacije prvog reda:

Zy=2x+y—1, zy, =2y +x+1
pa rjeSavamo sustav:
zy =0
{zj’, =0

Tako se dobije (jedina) stacionarna to¢ka M(1,—1). Kako ta tocka
ne pripada zadanom podrucju, toCka u kojoj zadana funkcija ima
minimum mora pripadati rubu podrucja, tj. nekoj stranici trokuta.
Nadimo najmanje vrijednosti funkcije z u svim stranicama trokuta.

Jedna stranica trokuta je dio pravca y = 0. Tada je z = x> — x pa
trazimo toCku minimuma te funkcije (jedne varijable) na dijelu

0 < x < 1. Dobije S& Zyny = —5 U todki Ty (3,0).



Druga stranica trokuta je dio pravca x =0. Tu je z=y% + y pa
trazimo toCku minimuma te funkcije (jedne varijable) na dijelu
0 <y < 1. Dobije se z;n2 = 0 u tocki T,(0,0).

Treca stranica trokuta je dio pravca x + y = 1, odnosno y = 1 — x.
Tada je

z=x2+(1—-x)?+x1—-x)—x+1—-x=x%2-3x+2

pa trazimo to¢ku minimuma te funkcije (jedne varijable) na dijelu
0 < x < 1. Dobije se zy;n3 = 0 u toCki T5(1,0).

Usporedivanjem dobivenih minimuma zaklju€ujemo da je optimalno
rieSenje naseg primjera:

1

Zmin = —

utogki Ty (3,0).

Voz=a _!j_’ +ry—x+y

Slika 1. Grafi¢ki prikaz zadane plohe

Postoje racCunalni algoritmi  koji relativno brzo rjeSavaju
kompliciranije probleme optimizacije s vise od 3 nepoznate tezine, ali
su popriliéno sloZeni pa se njima u ovom radu ne¢emo bauviti.
PokuSajmo radije objasniti kvantitativno znacenje tezina a, B i y.
Zamislimo da pogadamo te brojeve. Ako damo previSe vaznosti testu
(tj. ako uzmemo velik ), u€enici s odli¢nim testovima koji nisu redovito
pisali zadace ili nisu bili aktivni na satu dobit ¢e previsoku ukupnu
ocjenu. Ako damo premalo vaznosti zadacama (mali g), u€enici koji
redovito rade zadace nece dobiti priznanje za svoj rad pa nece biti
zadovoljni s dobivenom ocjenom. Racunalni algoritam trazi takve «a,
i y da ocjenjivanje bude najpravednije moguce. Dakle, tezine a, B iy
odrazavaju stvarnu vaznost pojedinog aspekta znanja onako kako ga
razred u cjelini percipira.
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Fenomen mudrosti mnostva prisutan je i u digitalnom svijetu.
Najpoznatiji primjer je Google, koji rangiranje stranica temelji upravo
na kolektivnom ponasanju milijuna korisnika.

5 Rangiranje Google-ovih stranica

Mudrost mnosStva koristi se i u rangiranju Google-ovih stranica.

Naime, rangiranje se temelji na kolektivnom ponasanju milijuna
korisnika — na koje linkove klikaju, koliko ostaju na stranicama, koje
stranice Cesto posjecCuju. To je mudrost mnostva jer se Google ne
oslanja na ponasanje samo jednog surfera (npr. nekog stru¢njaka za
pojam Kkoji se pretrazuje), nego uzima u obzir ,glasove® svih surfera
zajedno.

Opisat ¢emo pojednostavljeni model rangiranja u kojem se uzima u
obzir samo relevantnost, vaznost i brzina ucitavanja stranica.

Za svaku stranicu se, nakon upisanog pojma pretrage, racuna tzv.
Jfinal score” primjenom formule

Y=w;-T+w,-v+w;3-D,

gdje je:

Y — final score promatrane stranice nakon upisanog pojma
pretrage,

r — relevantnost, tj. povezanost sadrzaja stranice s pojmom
pretrage,

v — vaznost (PageRank) stranice,
b — prosjec€na brzina ucitavanja stranice.

Sto stranica ima vedi final score, to ¢e biti popularnija — na boljem
mjestu (blize vrhu) u konaénom poretku stranica. Dakle, matematika
nam omogucuje da ,izmjerimo“ popularnost i korisnost stranica na
objektivan nacin. OpiSimo najprije na koji nacin se odreduju veli€ine r,
v i b za svaku stranicu.

Prosje€na brzina ucitavanja b se lako moze odrediti mjerenjem. Kod
odredivanja relevantnosti r bitan je broj klikova na promatranu
stranicu, broj pojavljivanja traZzenog pojma na toj stranici, stopa
napustanja stranice, broj ponovnih posjeta, itd.

Ako se traZeni pojam ne pojavljuje na promatranoj stranici, onda se
uzima da je r = 0, a takva se stranica ne pojavljuje medu rezultatima
pretrazivanja. Buduci da se i brzina ucitavanja b i relevantnost r
procjenjuju na temelju velikog broja mjerenja i korisniCkih interakcija,
na njihove se vrijednosti moze gledati kao na rezultat kolektivne
procjene (tj. kao na mudrost mnostva u digitalnom okruzenju). Ostaje
pokazati kako se odreduje vaznost stranice. U raCunanju vaznosti
koristi se linearna algebra. Naime, vjerojatnosti prijelaza izmedu web-
stranica mozZemo prikazati matricom. Stoga ¢emo najprije definirati
pojam matrice, a zatim i osnovne raCunske operacije s matricama.
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5.1 Matrica

Definicija 2. Neka su m i n prirodni brojevi. Matrica tipa m X n (nad
skupom R) je funkcija

A:{1,..,m}x{1,..,n} > R

Vrijednost funkcije A(i,j) za neki (i,j) € {1, ..., m} x {1, ...,n}
oznacCavamo s a;j. Sve vrijednosti a;; obicno se zapisuju u obliku
pravokutne tablice s m redaka i n stupaca.

Drugim rijeCima, matrica tipa m X n je pravokutna tablica brojeva
rasporedenih u m redaka i n stupaca. Svaku matricu ozna¢avamo
velikim slovom, a njezine elemente istim, ali malim slovom s dva
indeksa, pri Eemu prvi indeks oznacava redni broj retka, a drugi redni
broj stupca elementa. Tako zapis A = [al-j] oznacCava matricu s
elementima a;;. Matrica je pozitivna ako su svi njezini elementi
pozitivni brojevi.

Npr. A = B 421 ;] Je pozitivha matrica tipa 2 x 3 Ciji su elementi
a;; =1, a;; =4, a;z =7,
a21 = 3, azz = 2, a23 = 5
5.2 Aritmetika matrica

a) Zbrajanje matrica

Zbrajati se mogu samo matrice istog tipa. Ako su A i B matrice tipa
m X n, onda je i

C=A+B
matrica tipa m X n. Element c;; matrice C odredujemo po formuli
Cij = al-j + bl]

Dakle, zbrajaju se elementi na istim pozicijama.

Primjer 3.
a=li o dl E=l 20D
c=a+p=|], oiJ(r—?)1) Ziﬂ:[g S5

b) Mnozenje matrice brojem

Matrica se mnozi brojem tako da se svaki element matrice pomnozi
istim brojem.

12



Primjer 4.

2 3 7 1

4=11 o 1]’ =7
1 1 1 3 7
Doa-l2 3 7]25'2 23 77 _ 13 2|
10 1l |1 1 1 1 1
2t 2027 I3 03

Definiramo jo$
—A=(-1) A

c¢) Oduzimanje matrica
Oduzimati se mogu samo matrice istog tipa.
E=A—-B=A+(—-B)=A+(-1)'B

Primjer 5.
=1 o = 2 1
E=A—B= A+(1)B—i ; 1] [_ _3 _4

2+ (—1) 3+(3) 7+(4)
1+ (—2) 0+1 1+(-1)
2—-1 3-3 7-4]_711 0 3
1-2 0—-(-1) 1-1f [-1 1 0

d) Mnozenje matrica

UmnoZzak A - B matrica A i B postoji samo ako je broj redaka matrice
B jednak broju stupaca matrice A. Za takve matrice A i B kaZzemo da
su ulan¢ane. Ako je A matrica tipa m X n i B matrica tipa n X k, onda
Jje F = A - B matrica tipa m X k Ciji su elementi

n

fi = Z agby za i€{1,..,m}j€{l,.. kb

=1

Primjer 6. Odredimo matricu F = A - B ako je

a) A=[3 -21iB=[2 1]

0 1 -1
o) a=[1 Y Jlie=[1 0 1
101 2 i s 0
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RjeSenje:
a) Matrica F nije definirana (tj. ne postoji) jer broj redaka matrice B
nije jednak broju stupaca matrice A. Naime, matrica B ima jedan
redak, a matrica A dva stupca.
fll f12 f13
b) F = [
= Foo

2 X 3, a B matrica tipa 3 x 3;
3

], tj. F je matrica tipa 2 X 3 jer je A matrica tipa

fll :Zallbll = a11b11+a12b21 +a13b31 =1-0+0-141:-4= 4,

=1
3

f12 = Zallblz = a11b12 + a12b22 +a13b32 = 1 . 1 + 0 . 0 + 1 8 = 9,

=1
3

fiz = z ay bz = aj1bis + ajpbys +aj3bzz =1-(-1)+0-1+1-0
=1
=1,
3
fa1 = z ay1byy = az1byq + axybyy +az3bs; =—1-0+1-1+2-4=9,

=1
3

fa2 = Z aybi; = az1byp + ayybyy +az3bs;; =—1-1+1-0+2-8
=1
=15,
3
fo3 = Z Az b3 = az1by3 + axpbyz + azsbzz =—-1-(-1)+1-1+2-0

1=1
= 2.

Dakle, F = [* 2 ‘1]

9 15 27T

Slijede najjednostavnije definicije elementarnih pojmova teorije
grafova s prakti¢nim primjerima koje ¢emo koristiti u nastavku ovog
odlomka.

5.3 Sto je graf?

Definicija 3. Graf je uredeni par G = (V,E), gdje je V skup vrhova, a
E c {{u,v}:u,v € V,u # v} skup bridova.

Definicija 4. Usmjereni graf je uredeni par G = (V,E), gdje je V
skup vrhova, a E € V X V. Elemente skupa E nazivamo lukovima ili

usmjerenim bridovima. Uredeni par (u,v) € E predstavija luk
usmjeren od vrha u prema vrhu v.

Ako je (u,v) € E i (v,u) ¢ E, kratko piSemo

14



u - .
Ako je (u,v) € E i (v,u) € E, kratko piSemo
uIv.

Na primjer, u mrezi web-stranica zapis A — B znadci da stranica (vrh)
A sadrzi poveznicu na stranicu (vrh) B, dok stranica B nema
poveznicu na stranicu A.

Definicija 5. Graf G = (V,E) je povezan ako za svaka dva razlicita
vrha u, v € V postoji put izmedu njih, tj. konacan niz razlicitih vrhova

u = Co,Cl, ...,Cn =7,
takav da za svaki i € {1, ...,n} vrijedi {c;_,,¢;} €EE.

Definicija 6. Graf G = (V,E) je jako povezan ako za svaka dva
razliita vrha u, v € V postoji usmjereni put izmedu njih, tj. ako za
Svaka dva razli¢ita vrha u,v € V vrijedi:

1) postoji konacCan niz razli¢itih vrhova
U=CoCpyesCp =1,
takav da za svaki i € {1, ...,n} vrijedi (¢;_1,¢;) EE
2) postoji konacCan niz razli¢itih vrhova
v=dydq .., dp=u
takav da za svaki j € {1, ..., m} vrijedi (d;_,,d;) € E.
Primjer 7.

B
7
A2C
T2
D

Je usmjereni graf Ciji su vrhovi internetske stranice A, B, C, D s
medusobnim vezama:

- Aima poveznice naB iC
- B ima poveznicu na C
- C ima poveznicu na A
- D ima poveznice na AiC.
Taj graf je povezan, ali nije jako povezan.

15



5.4 Matrica prijelaza

Definicija 7. Neka je G = (V, E) usmjereni graf s n vrhova. Matrica
prijelaza grafa G je matrica P tipa n X n Ciji su elementi p;; definirani
formulom

pij = vjerojatnost da se u i-ti vrh stigne direktno iz j-tog vrha.

Ako za svaki j € {1, ...,n} vrijedi
n

zpij =1
i=1

bij >0, Vi €{1,..,n},
tada je P stupcano stohasticka matrica.

Primjer 8. Za usmjereni graf iz prethodnog primjera je stranica A prvi
vrh, stranica B drugi, stranica C treci, a Stranica D Cetvrti vrh. Dakle,
tujen = 4.
e A ima poveznice na B i C pa je p,; =p31 =05, a
P11 = Pa1 = 0.
e B ima samo poveznicu na C pajeps;, =1, a
P12 = D22 = P4z = 0.
e ( ima samo poveznicu ha A pa je pi3
D23 = P33 = P43 = 0.
e D ima poveznice naAiC paje p;s =ps3. =05, a

1, a

P24 = Das = 0.

Prema tome, matrica prijelaza P usmjerenog grafa iz prethodnog
primjera je

0 0 1 05
p_[05 00 0

05 1 0 05f

0 00 0

Kao $to vidimo, matrica prijelaza P je stohastiCka matrica koja
opisuje pravila (vjerojatnosti) kretanja kroz mrezu — stupci su
polazista, a redci odredista.

Definicija 8. Vektor dimenzije n je svaka matrica tipa n X 1. Dakle,
matrica
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U1

1%
v=|/

Un

Je vektor dimenzije n. Kazemo da je v; i-ta komponenta vektora V
(zai=1,..,n). VektorV je stohasticki vektor ako vrijedi:

n
ZUi =1, v; =20,Vie{l,..,n}
i=1
Primjer 9. Slucajni surfer otvara internetski preglednik i na mini-
webu moZe otvoriti samo Cetiri stranice (dakle, na webu nema drugih

stranica osim te Cetiri). Situaciju u kojoj surfer prvim klikom sigurno
otvara prvu stranicu opisuje stohastiCki vektor

1

@ - |0
v 0
0

Cija i-ta komponenta (vi(l) ) predstavilja vjerojatnost da se nakon
prvog klika surfer nade na i-toj stranici, za i € {1,2,3,4}.

Situaciju u kojoj drugim klikom svaku stranicu surfer otvara s
Jjednakom vjerojatno$c¢u opisuje stohasticki vektor
0,25
0,25
@ - |Y%
v Io,zs‘
0,25

Cija i-ta komponenta (vi(z) ) predstavilja vjerojatnost da se nakon
drugog klika surfer nade na i-toj stranici (za i € {1,2,3,4}).

Na slican se nacin, pomocu odgovarajucih stohastickih vektora,
mogu opisati situacije nakon bilo kojeg broja klikova.

5.5 Markovljev lanac

Definicija 9. Neka je (X,,) niz slu¢ajnih varijabli sa zajedniCkim
konacnim skupom vrijednosti S, pri ¢emu X, oznacava stanje nekog
sustava u n-tom trenutku za svakin € N. Niz (X,,) zove se
Markovljev lanac ako ima Markovljevo svojstvo, lj. ako za svaki
n € N j bilo koji izbor stanja s, s4, ..., s, € S vrijedi:

PT (XTl+1 = SIXTl = STl’XTl—l = STl—l’ ...,X1 = Sl)
= Pr (Xn41 = S|Xn = sp),
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Sto znaci da vjerojatnost Pr prijelaza sustava u prvo sljedece stanje
(X,,+1) ovisi iskljucivo o trenutnom stanju (X,,), a ne o proSlim
stanjima sustava (X,,_1, ..., X1).

Vjerojatnosti prijelaza izmedu stanja tvore matricu prijelaza
P =[py), pij = Pr(Xns1 = si|Xn = s7),
pri cemu su svi elementi p;; nenegativni, a za svaki j vrijedi

Zpij =1
i

Drugim rije€ima, Markovljev lanac predstavlja sustav u kojem je
prvo sljedee stanje odredeno samo trenutaCnim stanjem, a ne
cijelom povijeScu sustava.

Svaki usmjereni graf sa zadanom matricom prijelaza izmedu vrhova
je Markovljev lanac u kojemu vrhovi predstavljaju stanja, a usmjereni
bridovi moguce prijelaze izmedu stanja (vrhova).

Definicija 10. KaZemo da je Markovljev lanac povezan ako se iz
svakog stanja moZe doci u svako drugo stanje, ne nuzno izravno ({j.
ne nuzno u jednom prijelazu).

Lanac je povezan ako mu je pripadni graf jako povezan.
Lanac €ija je matrica prijelaza pozitivha je povezan.

Primjer 10.
a) Povezani lanac — mini-web sa stranicama A, B, C i D:
A-B
T 1
DsC

b) Nepovezani lanac (dead-end): Jedna web stranica nema
linkova. Ako surfer stane na takvu stranicu, ,zamrzne se“. Taj
lanac nije povezan. U mini-webu sa stranicama A, B, C i
usmjerenim grafom:

A-B->C
surfer zaglavi na stranici C.

¢) Nepovezani lanac (spider trap): Skup web stranica koje linkaju
samo medusobno. Kad jednom otvorimo jednu (bilo koju)
stranicu tog skupa, onda linkovima stalno idemo samo po
stranicama tog skupa. Npr. mini-web sa 6 stranica opisan
grafom:

A-B->C-D2E
N
F
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Jje nepovezani lanac.

Teorem 1. Ako je P pozitivna (stup¢ano stohasticka) matrica
prijelaza nekog povezanog lanca, onda postoji jedinstvena
stacionarna raspodjela vjerojatnosti po stanjima sustava, {j.
Jedinstveni stohasticki vektor V takavdajeP -V =V.

Napomena. Vektor V nazivamo stacionarnim stohastickim vektorom.
Taj vektor opisuje dugorocnu raspodjelu vjerojatnosti po stanjima
sustava, tj. njegova i-ta komponenta (v;) je vjerojatnost da se sustav
u nekom trenutku, nakon mnogo prijelaza iz jednog stanja u drugo,
nade u i-tom stanju.

Primjer 11. U PageRank algoritmu, sve web-stranice (nekog mini-
weba ili cijelog weba) Cine usmjereni graf, odnosno Markovljev lanac
u kojemu sluc€ajni surfer predstavija sustav, a stanja sustava su web-
stranice koje slucajni surfer posjecuje. Pretpostavimo da lanac ima n
stranica i da je P pozitivha stohastiCka matrica prijelaza tipan X n

koja opisuje vjerojatnosti kretanja kroz mrezu. Ako je vl.(o)
vjerojatnost da se sluCajni surfer u po¢etnom trenutku surfanja nalazi
na i-toj stranici za i € {1, ...,n}, onda tu poc¢etnu situaciju mozemo
opisati stohastickim vektorom
(0
()

vo = 7" |

(0
v‘l’l
Situaciju nakon prvog klika moZemo opisati stohastickim vektorom
v =p. V(O),

Cija je i-ta komponenta (vl.(l) ) vjerojatnost da se slucajni surfer nakon
prvog klika nalazi na i-toj stranici za i € {1, ...,n}. Itd.

Po Teoremu 1, postoji jedinstveni stohastiCki vektor V za kojega
vrijedi P -V =V. Vektor V na jedinstven nacin opisuje stacionarnu
raspodjelu vjerojatnosti po stanjima (web-stranicama) — situaciju
koja se viSse ne mijenja, ti. ne ovisi o daljnjem nacinu surfanja
slu¢ajnog surfera, pa tako odreduje vaznost svake stranice. Za svaki
i, i-ta komponenta vektora V zapravo predstavilja omjer vremena koje
surfer provede na i-toj stranici i ukupnog (dosta dugog) vremena
surfanja, odnosno vjerojatnost da se sluCajni surfer nade na i-toj

stranici nakon dugoro¢nog surfanja. Vjerojatnije stranice, tj. stranice s
vecim omjerom, Su vaznife.

Primjer 12. Matrica prijelaza
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0 0 1 05
p= 05 0 0 O
05 1 0 05
0 0 0 0O
iz primjera s usmjerenim grafom
B
21
A2C
T2

D

opisuje pravila nepovezanog lanca jer npr. sa stranice A ne mozemo
doci na stranicu D. Matrica P ipak ima jedinstveni stacionarni

stohasticki vektor
0,4
10,2
V= 04l
0

To ne znaci da svaka matrica prijelaza koja opisuje pravila
nepovezanog lanca ima jedinstveni stacionarni stohastiCki vektor.
Npr. matrica prijelaza

01 0 O

_11 0 0 O

P=1o 0 0 1

0 010

opisuje pravila lanca s nepovezanim grafom
A2B
c2D

(u mini-webu sa stranicama A, B, C i D). U ovom sluéaju stohastiCki
vektor V za kojega vrijedi P -V =V nije jedinstven. Naime, za svaki
stohasticki vektor V oblika

a
a

1 1
V=|3-¢| aE[O,E]

1
5~ 4]

vrijedi P -V =V,

Problemi, kao $to su stranice bez linkova i skup(ovi) stranica koje
linkaju samo medusobno, se stalno pojavljuju na stvarnom webu.
Stoga Google, umjesto matrice P (koja je tipa n X n i nije pozitivna),
za matricu prijelaza uvijek uzima stupCano stohasticku matricu
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P' =0,85P + 0,15E,

gdje je E = [e;;] matrica tipa nxn takva da je e; =% za sve
i,j €{1,..,n}. Matrica P’ je uvijek pozitivna pa postoji mala
vjerojatnost da eventualnim nehotimi¢nim klikom slu€ajni surfer skoci
na bilo koju stranicu mreze (ma kako beznacajna ona bila) ili da ostane
na stranici na kojoj se trenutno nalazi. Onda, po Teoremu 1, postoji
jedinstveni stohastiCki vektor VV takav da je P' - V = V. Taj stacionarni
vektor V' odreduje PageRank svake stranice. Naravno, zanima nas
kako naci taj vektor. O tome detaljnije u nastavku rada. Najprije c¢emo
dokazati nekoliko jednostavnih tvrdniji.

Tvrdnja 1. Ako je P stupCano stohastiCka matrica tipa nxn i Q
stohasticki vektor tipa n x 1, onda je i vektor U = P - Q stohastiCki
vektor (tipan x 1).

Dokaz. Neka je P = [p;;] stupgano stohasti¢ka matrica tipa n x n.

Tada za svaki j € {1, ..., n} vrijedi:
bij >0, Vi € {1, ,Tl}

n
zpij =
i=1

q1
Neka je Q = qz stohasti¢ki vektor tipa nx 1 (Sto znaci da je

dn

q; =20,vj€{l,..,n}iYi.1q; =1). Tadaje

Uy

Uy

U=P-Q=]|.
un

pri Cemu za komponente vektora U vrijedi:
n

ul=Zpijqj, VlE{l,,n}

Za svaki i € {1,...,n} je u; = 0 jer je u; jednak zbroju umnozaka
nenegativnih brojeva.

Nadalje je
n n n n n n
XA z(zpl,) SV =1
i=1 i=1 = ]:11 ]:1

Dakle, i vektor U je stohastican.
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iy

t .
Za vektor T = | 7| definiramo ||T||, sa

Tl —Zm

Za stohastiCki vektor T vrijedi ||T||1 = 1.

tn

Tvrdnja 2. Ako je P stupCano stohastiCka matrica tipa n X n onda za
Svaka dva stohastiCka vektora Q i T tipan X 1 vrijedi
IP-Q—P-Tlly <llQ =TIl

Dokaz.
U=P-Q—P-T=P-(Q-T) =

pri Cemu za komponente vektora U vrijedi:
n

u; = Zpij(q]' - tj), vi e {1,..,n}.
j=1

Stoga je

n

IP-Q =P Tl = VIl = Zw | = Z Z pyj(a; —

Zn:pulqj zn: <z pu) |q] 1| = Zlqj | =@ =TIl
=1

1j=1 =

n
<

i

J
O

Tvrdnja 3. Neka je P stupCano stohastiCka matrica tipa nxn i
P’ = dP + (1 — d)E za bilo koji d € (0,1), gdje je E = [e;;]| matrica tipa
n X n takva da je e;; =% za sve i,j €{1,..,n}. Tada za svaka dva

stohastiCka vektora Q i T tipa n X 1 vrijedi:
IP"-Q—=P"-Tlly <dllQ —Tll.

Dokaz.

IP"-@—P -Tll, =I[dP + (1 — d)E]-Q — [dP + (1 — d)E] - T|l,
=ldP-(@-T)+ (1 —-d)(E-Q—E- Tl

Kako je
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1
E.0=EF-T=2|1

Q_ _nsl
1

onda primjenom Tvrdnje 2 dobivamo
IP"-Q =P -Tlly =ldP- (@ =Dlly = dllP- (@ =Dy = dllQ =TIl
O

P' je pozitivna matrica pa, po Teoremu 1, postoji jedinstveni
stohastiCki vektor V tipa n x 1 takav da vrijedi:
P -V =V.
Neka je V(® bilo koji stohasticki vektor tipa nx 1 i (V™) niz
stohastiCkih vektora definiran rekurzivnom formulom
ym = pr.ym-1  ymeN.
Po Tvrdnji 3, za svaki m € N i svaki d € (0,1) vrijedi
[P VD Py < dl|ven — |
1 1
odnosno
Jvew —v||, < dlven —v]. )

Stoga je
”V(m) _ V” < d“V(m—1) _ V” < d2||V(m—2) — V” < ..
1 1 1
< v -],

Iz
Tim (@@ ~v] ) = [v©® - V|, lim am = [v©® -] -0=0
onda slijedi
lim ||V —v|| = o0.
m-—co
q1 ty

Tvrdnja 4. Za proizvoljne vektore Q = qz

. t .

iT=|7?| vrijedi:
qn tn

QM = NITl.l < 11Q =TIl

Dokaz. Znamo da za svaka dva realna broja r; i r, vrijedi:
||T1| - |T2|| < |r —ml.

Stoga je za svakii € {1, ...,n}
|lgil = It:l] < lg; — ;]

n n
D lail = 1t < Y la: = 1 = lle = Tl
i=1 i=1

S druge strané,

pa je
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el = Il | = "Z'” Z(lqll—n D

Kombiniranjem doblvenlh nejednakostl
n

@l =Tl < ) Jlail Il
i=1

Zlmll — It

n

> llad =1el] < e =Tl

i=1
dobivamo

el = NITllil < llQ =Tlls.

Tvrdnja 5. Za svakim € N, i svaki d € (0,1) vrijedi:
d
vemed —v], < S v -y,

Dokaz. |zaberimo bilo koji m € Ny i bilo koji d € (0,1). Ako u Tvrdnju

4 uvrstimo vektore Q = V™ — v i T = ym+1) _y dobivamo
lvem =], = vemes — v | < vemes —y el

Iz nejednakosti (x) slijedi sljede¢i niz medusobno ekvivalentnih

nejednakosti:
[y —v| < allv®™ - v,
v =V 2 —d|lv™ - v,
v —vil, = o~ v]l, = a - ave - v,
Kakoje (1 - a)||[vi™ ~ V| =0,ondajei
[y —vl|, = [y V] = 0.
Stoga iz nejednakosti (**) dobivamo:
Ve = vil, = v =]l < v -y,
odnosno
Ve = I, < v =], + e -y enn
Dakle,
()
[y —vi|, < dye —v]
1 1

(%)
< d([lvemn |+ [vomD — vy ),

tj.
[V —v]l, < dlymsd —v], + dfvers -y
odakle slijedi
(=D v, < ayrd -y,
odnosno
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d
v - vl < S v - v

Posebno, za d = 0,85 (algoritam PageRank) vrijedi:
Vo — v, < 5y —ye
1 3 1

Ako je
M = max|v™Y — vl-(m)|.
1<isn
gdje je v™* — v™ i-ta komponenta vektora V("D — (™ onda
je
[y — v < nM
paje
17
|[vEHD — v < —nM.
1 3
Ako za izabrani & > 0 vrijedi M < 137—2 onda je

[y~ v, <

pa za svaki i € {1, ..., n} vrijedi
'(m+1)

|vl —vi| <s,

odnosno

v; € <vi(m+1) — &, vi(m“) + s>,

gdje je v; i-ta komponenta vektora V, a vi(m“)
vektora V(m+D),

Broj d se naziva faktor prigusenja (eng. damping factor) matrice
P. Objasnimo zasto je Google za odredivanje PageRanka izabrao ba$
vrijednost d = 0,85.

Kad bi se uzeo premali d, matrica P’ bi se znatno razlikovala od
matrice P, a to nije pozeljno jer matrica P najbolje opisuje ponasanje
svih korisnika na mrezi. Naime, moguce je da se u formiranju matrice
P ne uzimaju u obzir samo linkovi na svim web-stranicama, vec i
statistiCki podatci o navikama surfanja. Tako matricu P zapravo
definira mudrost mnostva svih korisnika, ne samo web-dizajnera koji
pri izradi web-stranica postavljaju poveznice na druge web-stranice,
nego i mrezne aktivnosti svih surfera.

S druge strane, d ne smije biti preblizu broja 1 jer bi to znacajno
usporilo konvergenciju niza vektora (V™)) prema vektoru V.

Stoga se d = 0,85 zaista Cini kao vrlo dobar izbor.

i-ta komponenta
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0 0 1 05
05 0 0 O
05 1 0 05
0 0 0 O
prethodnih primjera je P' = 0,85P + 0,15E, gdje je
0,25 0,25 0,25 0,25
0,25 0,25 0,25 0,25
0,25 0,25 0,25 0,25(
0,25 0,25 0,25 0,25

Primjer 13. Matrica P' za matricu P = iz

E =

Tako dobijemo:

0,0375 10,0375 10,8875 0,4625
0,4625 10,0375 0,0375 0,0375
0,4625 10,8875 0,0375 0,4625(
0,0375 10,0375 0,0375 0,0375

P' je pozitivna stupéano stohastiCka matrica pa postoji jedinstveni
stohasti¢ki vektorV tipa 4 x 1 takavdajeP' -V =V.

Nadimo aproksimaciju V ™+ vektora V za koju vrijedi

[y —v|| < 1071,

P =

Iz uvjeta

M < RY:
17n

za e = 1071% jn = 4 dobivamo kriterij zaustavljanja ra¢unanja
iteracija V™ :

~ -12
M < 580000000000 ~ 4,411764705882353 x 10™~.

Pretpostavimo da pocetnu situaciju opisuje stohasti¢ki vektor

0,25
(0) — 0,25
v 0,25

0,25
Nakon 50 iteracija (tj. 50 mnoZenja s matricom P') dobivamo

0,379734313172914
0 - [0,198887083097552
0,383878603729534

0,0375

M = max|v>” —v*”| ~ 3,305467011216479 x 1072
<isn
< 4,411764705882353 x 10712,
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Dakle,
[vE? —v| <1070
pa za svaki i € {1,2,3} komponenta v; vektora V zadovoljava uvjet

v € (v = 10710,550 4 10710),

gdje je v° i-ta komponenta vektora V9.

Cetvrta komponenta vektora V je izraéunata bez greske jer je
v™ =0,0375, VmEN.

Stoga je

0,379734313 ...

0,19888708 ...

0,383878603 ...|'
0,0375

Prema dobivenom stacionarnom stohastickom vektoru V
zaklju¢ujemo da slucajni surfer naSeg mini-weba s 4 stranice najvise
vremena provodi na stranici C (~ 0,3838786t), a najmanje na stranici
D (0,0375t), gdje je t ukupno vrijeme surfanja. To ustvari znaci da se
nakon 50 i viSe klikova oko 38,38% svih surfera nalazi na stranici C, a
samo 3,75% njih na stranici D, pa je ukupni poredak stranica po
vaznosti:

V =

T x> O

D.

Napomena. Isti stacionarni stohasticki vektor V bismo dobili za bilo
koji drugi po&etni stohasticki vektor V(®). Dakle, V (tj. poredak
stranica) ovisi isklju€ivo o matrici P’'. Kako P’ ovisi samo o matrici P
(jer je za veci n svaki element matrice 0,15E vrlo blizu nule),
zakljuCujemo da V ovisi iskljuCivo o matrici P koja predstavlja
mudrost mnoStva svih korisnika interneta zajedno.

Google koristi ,paukove” (web crawleri) koji neprestano obilaze web
stranice i na svakoj stranici biljeZe sve linkove na druge stranice. Tako
se gradi veliki usmjereni graf weba u kojem su vrhovi stranice, a
usmijereni bridovi linkovi. Taj graf sadrzi na milijarde vrhova i Cesto se
azurira. Google ne raCuna vaznost svih stranica iznova svaki put kad
netko nesto pretraZuje. Vaznost se racuna periodi¢no offline kada se
puno stranica promijeni ili se pojavi mnogo novih stranica. Da bi
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raCunanje vaznosti s velikim matricama bilo izvedivo moraju se koristiti
razne prikladne numericke metode. Dobiveni rezultati se spremaju i
kasnije koriste u rangiranju rezultata.
Vidjeli smo da se mudrost mnostva zapravo koristi kod odredivanja
svake od veli€ina: r, v i b.
Za tezinske koeficijente wy, w, i wy vrijedi:
3

ZWL- =1, Wy, Wy, wa > 0.
=1

Ti koeficijenti nisu javno dostupni. Kako ih Google odreduje nije
poznato. Moguce je da se pritom koriste kolektivhe procjene kao i u
metodi odredivanja tezina u prethodnom odjeljku.

Navedenim primjerima smo pokazali snagu matematike u stvarnom
svijetu. Iza svake pretrage na webu stoji linearna algebra (matrice) i
teorija vjerojatnosti, a mudrost mnostva korisnika i web-dizajnera
zajedno odreduje konacni poredak stranica. Svaki klik svakog
korisnika, koliko god izgledao beznacajno, sudjeluje u oblikovanju tog
poretka. Rezultate jedne Googleove pretrage odreduju milijarde
glasova (klikova) — prava mudrost mnostva.

6. Zakljucak

Mudrost mnostva je zanimljiv i koristan fenomen. Preko primjera u
ovom radu opisane su mogucnosti njegove primjene u razli¢itim
situacijama — na sajmovima, u vojnim operacijama, u obrazovanju te
pri internetskom pretrazivanju. Teorem srednje vrijednosti za odredeni
integral posluzio nam je kao matematicki model kojim se moze
objasniti mudrost mnostva, a pokazali smo i kako se metoda najmanjih
kvadrata moze Kkoristiti u slozenijim primjenama tog fenomena.
Poznata je poslovica ,Znanje je mo¢* engleskog filozofa Francisa
Bacona. Ovaj nas fenomen uc€i da snaga nije samo u znanju
pojedinca, nego i u zajedniCkom razmisljanju. Kada se razliCite
perspektive i iskustva udruze, moguce je doci do preciznijih i
pouzdanijih rijeSenja koja su ponekad Cak i bolja od onih koje bi
ponudio najbolji struénjak. Upravo zato mudrost mnostva nije samo
zanimljiva znanstvena ideja, nego i prakticna lekcija o vrijednosti
suradnje — u znanosti, obrazovanju i svakodnevnom zivotu.

Ipak, vazno je naglasiti da mudrost mnostva ne vrijedi u svim
situacijama. Naime, kolektiv ¢e dati dovoljno to¢nu prosjecnu procjenu
samo ako su njegovi ¢lanovi dovoljno medusobno razli€iti i neovisni.
Nadalje, fenomen se osobito dobro odituje tek kod vecih kolektiva jer
kod manjih grupa u kolektivnoj prosjecnoj procjeni ¢esto ne dolazi do
umanjivanja utjecaja pogreSaka pojedinaca.
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Vecina ideja i primjera prikazanih u ovom radu ima izvoriSte u
izvrsnoj knjizi Surowieckog [1]. Detaljnije o matricama i nekim
zanimljivim primjenama zainteresirani Citatelj moze procitati u
udzbeniku [2]. Teorem 1 u ovom radu slijedi iz Perronovog, odnosno
Perron-Frobeniusovog teorema. Dokazi tih teorema se nalaze u
diplomskom radu [3]. Na kraju navodimo popis ne previSe
komplicirane literature primjerene znatizeljnom srednjosSkolcu ili
studentu:

- [4] daje jednostavan uvod u vjerojatnost i Markovljeve lance s

puno primjera iz svakodnevnog zivota,

- [5] je pristupaéna knjiga s intuitivnim objasSnjenjima i vizualnim

prikazima,

- [6] predstavlja dobar most izmedu osnovnog razumijevanja i

ozbiljnije teorije,

- [7] na popularno-znanstveni nacin jednostavnim primjerima

prikazuje matematicke ideje, posebno Markovljeve lance i
Googleov algoritam PageRank.
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